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Les incertitudes 9 <l Y

B-1/ CALCUL DES INCERTITUDES
Sl Y Qe

1/ La grandeur physique (b sl )l ):

Une grandeur physique est tout ce qui prend, dans des conditions bien déterminées, une
valeur numérique définie qui peut varier (augmenter ou diminuer) si ces conditions elles
mémes varient.

2/ Notion de mesure (<L a seia)

De la mesure de toute grandeur physique ne peut résulter qu'une v approchée et ce
pour les raisons suivantes :

- Les erreurs systématiques : Ce sont celles qu’entraine JI’emploi méthodes ou
d’instruments imparfaits.

Dans toutes les mesures précises, les erreurs systématiques autant que possible

¢liminées par un contrdle soigneux des instruments de mesure

successif de différentes méthodes. ’

- Les erreurs accidentelles qui sont imputables a I’imperfection des sens de 1’opérateur.

Ces erreurs peuvent étre minimisées par le bon choix des methodes de mesure appropriees,
e uge

souvent aussi, par I’emploi

des instruments perfectionnés et en s’exercant ala pratique des mesures.

En résumé le résultat de toute mesure com erreur !!

4

Quelque soit la précision de la- mesure ‘d’une grandeur X , nous n’obtenons qu’une
valeur approchée x. La différence e la valeur exacte et la valeur approchée s’appelle

erreur absolue (Gl (sl ) qu’on désigne parOx :

Sx=x- X, (1.5)

inconnue. Partant des caractéristiques de I’appareil utilisé et
vons toujours nous assurer que 1’erreur commise ne dépasse

Cette erreur est en gén
de la méthode utilisée,

pas une valeur limite absolue connue sous le nom de incertitude absolue (3l i ) de la

grandeur X .A\

Yy |6x| < Ax (1.6)
Nous déduisons que la valeur exacte est comprise entre deux valeurs limites
con :x=Ax et x+Ax.

our plus de précision, nous pouvons donner une définition mathématique a I’incertitude
absolue en suivant le raisonnement suivant :

Soit une grandeur X = f (x, y,z) ou Xx,) et z représentent des grandeurs mesurables
comportant des incertitudes.

L’incertitude absolue de X , c'est-a-dire AX , est matérialisée par la différentielle dX
telle que AX < |dX |

Puisque le signe de ’erreur est inconnu il est tout a fait logique de prendre la valeur
absolue pour les différentielles.

Sachant que dX = gdx + gdy + gdz
ox oy 0z

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Les incertitudes 10 <lls Y

L’incertitude absolue AX de X s’écrit donc :

ax <P a2
ox oy

I

zZ

Ax + | Ay + || Az (1.7)

R/

< Définition : On appelle incertitude relative () lijY) d’une grandeur X le

AX
rapport entre I’incertitude absolue et la valeur approchée, soit 7 , et elle est égale au

module de la différentielle logarithmique :
AX _|dX
X

X

3/ Théoréme des incertitudes (<Lis Y 4, yk): Z
Al lhaal) el V)

(1.8)

R/

» Incertitude absolue d’une somme algébrique (s> &

» L’incertitude absolue d’une somme algébri nombres incertains est
égale a la somme arithmétique des incertit solues de ces nombres.

Soit la somme algébrique : y = nu + pv — gw , p et g sont des coefficients
constants et positifs, k une constante sans incertitude et u,Av et Aw les incertitudes
absolues  respectives de u,v et wu ‘incertitude  absolue de y  est

Ay =nAu + pAv + gAw

4

y=nu+pv-qw+ :>AX Au +‘p‘Av+‘q‘Aw (1.9)

Important : Nous écrivons toujours le résultat d’une mesure sous la forme :
W Zr AU (1.10)

: valeur exacte Y :valeur approchée
incertitude absolue # : unité de la grandeur
Exemple 1.6 : é\it} inant la masse M par la méthode de la double pesée, on obtient

my =12.7 t 57.327g . Sachant que I’incertitude absolue sur m, et m, est de
Am=+% caMler M et AM .
. ®

Ré

M =m, —m = M =44.565¢g
AM = Am; + Am, =4mg =0.004g
Ainsi, le résultat s’écrit toujours sous la forme ci-dessous de telle fagon que, le nombre de

chiffres significatifs apres la virgule dans la valeur approchée, soit le méme que dans
I’incertitude absolue.

M =(44.565+0.004)g

Tandis que I’incertitude relative sur M est :

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Les incertitudes 11 <l Y

AM _ 0.004 AM
= =

= =9.107
M 44.565

ou

AM _ Am, + Am, N AM
M m, —m,

=9.107°

% L’incertitude relative d’un produit ou d’un quotient (S g slaad il QU YY)
Nous devons distinguer deux cas :

Premier cas : grandeurs indépendantes.

Enoncé du théoreme : L’incertitude relative d’un produit ou d’un q nt les

grandeurs sont indépendantes les unes des autres est égale a la somme. arithmétique des

incertitudes relatives sur chaque terme.
Preuve mathématique :

Soit le produit y =ku"v’w™? ou m,p et g so nombres réels etk une
constante connue avec exactitude; les incertitudes a sur u,v et W sont

respectivement Au ,Av et Aw.

Appliquons la fonction logarithmique aux deux es de I’équation

logy = log[lgu”v’x_’]
D’apreés les propriétés du logarithme no%)(u ons écrire :

logy =logk + l(@ logv — glogw
Ecrivons a présent la différentielle logarithmique et développons ensuite :
dy _dk dv  dw
k u v w

Nous arrivons a

res dyﬁncertitude relative (aprés avoir changé le signe —
en signe +) et en prenant I’inc

it}le absolue des nombres :

A A A
e e )

A

Nous retiendrons gle générale qui gere ce type de calcul :
- Remplacer tous les symboles di par Ai
- Changer le signe — par le signe +
re les grandeurs qui ne contiennent pas de A en valeurs absolues

euxieme cas : grandeurs dépendantes les unes des autres.

u®y?

(u + V)y t‘S

En suivant la méme démarche que précédemment nous obtenons :

Soit v=k

logy =logk+ alogu +,Blogv—7log(u +v)—§10gt

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST
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a@ﬂ@ﬂ—)/ du  dv —Jﬂ
u v

dy _dk
u-+v u-+tv t

v k

Factorisons tous les termes ayant le méme di et changeons le signe — par le signe + :

ﬂz%w(z_i}w(ﬁ_ y j_gﬂ

y u u-+v A% u-+v t
L/ 2 0 WS V- 8 N 1 P 1.12)
vy |u u+tv v utvy t

Exemplel.7 : Calculer I’incertitude relative puis 1’incertitude absolue d ’én%éctrique
exprimée par la formule Q = R/ ’t.

Réponse : selon le théoreme de I’incertitude relative d’un ou.d’un quotient, nous
pouvons écrire :
A AR
Q =R/ zf f— —Q = ? +

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST
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Les incertitudes

EXERCICES

Exercice 1.7
Pour mesurer I’épaisseur d’un cylindre creux on
diamétres  intérieur (D1 ) et

mesure les

extérieur (D2 ) et on trouve :

D, =(19,5+0,1)mm , D, =(26,7+0,1)mm

Donner le résultat de la mesure et sa précision.

<LLsy)
kok . "
7.1 (el

Oi kil s 4 gae A3 shal dlew ulal
1 (D,) a5 (D) Aal
D, =(26,7+£0,1)mm «D, =(19,5£0,1)mm
AR 5 ) Ans dac)

Exercice 1.8
Soit a déterminer la masse volumique ( p) de la

substance d’un cube homogene a partir de la mesure

8.1 (p saill

GaSe 33l (p) Apenall BB (et 3 50

,"S"S Lé . VE\ j .‘ 1 -
de sa masse (m) et de son aréte (a) . Ecrire le I (m) s e (S
résultat de la mesure. corball A sl (a) axlin
Exercice 1.9 9.1 (' yail)
La densite (5 ) d’un corps solide par application ok Gl N ( 5) a8y
2 5 oS e _my=m m, —m -
du théoréme d’Archiméde est : 0 = ———— o=—2_"1. D e J\
s — 1 m, —m i )

Ou m,,m,,m; sont les résultats de trois mesures de
masses effectuées, successivement, avec la méme
balance. Trouver I’incertitude relative sur O .

Cua

it Jlarialy S

Adlie cluld 0 =3 B my,m,,m,
GLEgY) 2 Ll el

4

Exercice 1.10
Calculer I’incertitude relative sur la mesure de la

capacité (C ) d’un condensateur équivalent a deux

condensateurs montés :
a/ en parallele b/ en série

précisions sur (C1) et (Cz) .

, et cela en fonction des

10.1 ¢y pail)

il o el il QLY sl
tsle il s (ESA) RIS, AESAT (C) Ard)
Ay Ay eld 5o dulidl) [ gL )
(G,) 5(C) B e

Y

Exercice 1.11

it (02 -0, )
em B 91

Calculer I’incertitude absolue sur [/ en fonction des

incertitudes absolues A@, ,A8,,Al,,Am,,Am, .

Soit I’expression: U = —m,

11.1 (sl
m, (6, -6,) :
= E— A D5 el o
H o g MM sl
Wy g Ao Gladl oy g_u.u;\

AOAG,,AG, Am,, Am, Aaladl il )

Exercice 1.12
Soit la relation : y = y,.e ™.
Calculer I’incertitude absolue sur y en fonctions des

incertitudes absolues Aw, At, Ay, -

12.1 (sl

y=y,.e " 1 Al oA
Ay dlyy y o el QY Gl
Ay, AL, A Adlhdll LS YY)

A.FI1ZAZ1

Univ-BECHAR
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Calcul des incertitudes 14 Ll Y Glaa

Corrigés des exercices 1.7 2 1.12: 12.1 3 7.1 (ya (g sladl)

Exercicel.7 :

D, -D
Calculons d’abord I’épaisseur du cylindre : |e = —=——| ; |e=3,6mm

. AD, + AD
L’incertitude absolue sur I’épaisseur est donc : |Ae = —2 5 =+0,1lmm
Ecrivons le résultat de la mesure : |e = (
,1 Ae
Nous en déduisons ’incertitude relative : 3 =|—=0,03=3%
e , e
Exercice 1.8 :
Calcul de la masse volumique : |p = % = ﬁ3
a
Nous déduisons I’incertitude absolue de I’incertitude relati
A_/O:A_m+3£3 Ap:p(A_m+3 ~O,02g/cm3
P m a m a
b N 9 . b Ap -— —'
D’ou I’incertitude relative : — =0,0063 =6
P

Ecriture du résultat de la mesure : p&(, 4 .02) g/lem’

Remarque importante : ->
Le nombre des chiffres significatifs ervés dans un résultat ne doit jamais impliquer
une précision supérieu elle des données.
Un calcul ne peut qu’a at dont ’incertitude sera au moins égale a celle de
la donnée la moins précise.

Exercice 1.9 :
_my, —m

Nous avons, ’expression : 0 =

-m
Rema s que les trois masses sont dépendantes.
Appliquons la fonction logarithmique aux deux membre de 1’équation :
® log & =log(m, —ml)—log(m3—m1)

Passons a la différentielle logarithmique :

d5=d(m2—ml)_d(m3—ml)

o m, —m m; —m,
. do _ dm, dm, dm, dm,
Développons : = - — +
ds 1 1 dm, dm,
Factorisons : — = dm, — + _

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Calcul des incertitudes 15 Ll Y Glaa

Passons a présent aux incertitudes relatives, en remplagant di par Ai et en changeant le
signe (—) des facteurs communs par le signe(+) , et en supposant

Am; = Am, = Am; = Am (puisque nous utilisons la méme balance). Il vient :

AS 1 1 Am Am
—=Am — + +
o m;—m;,  m,—m ) m,—m My —m,

AO 2Am

Nous obtenons a la fin : =
o my—m,

Exercice 1.10 :

a/ Groupement en paralléle :
La capacité du condensateur équivalent a deux condensateurs montés. en paralléle est
donnée par la formule : C =C, +C,.

Appliquons la fonction logarithmique aux deux membres de l‘équatij) uis passons a la

différentielle logarithmique :
log C =log(C, +C2):>dc= o &
C 1 1 +G,

L’incertitude relative est donc :

AC _ AC, AC, AC »A C, AC,( C,
= + P e +
cC C+C, C+C,| | C X C,+C,) C,\C+C,

b/ Groupement en série :
La capacité du condensateur équivalent a deux condensateurs montés en série est donnée

1_1,1_._GG

par la formule :
AN S e
4‘ &S Ai }g c G G G +G,
Appliquons la_foncti arithmique aux deux membres de I’équation puis passons a la
différentielle logarithmi :
. c.C
0 gl 2 |=logC=logC, +logC, —log(C, +C,)
G +G,
L’incertitude
®

ative est donc :
dC _dC, dc,  dG  dC,
C G G, C,+(C, C +(C,

Factorisons : dac =dC, LI +dC, r_ 1
C ¢, C +¢C, C, C +¢C,

L’expression précédente peut étre écrite sous la forme :

dC _dC, C, dc, C,
Sy + 20
c ¢l ¢+¢) ¢ | c¢+c,

Finalement I’incertitude relative demandée est :

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Calcul des incertitudes 16 Ll Y Glaa

AC _AC, C, |+AC21_ C, |
C G| G+G| G| G+G)
Exercice 1.11 :
. 5 . . . _m (02 B em)
Ecrivons I’expression donnée sous la forme : f+m, = 0 _a
m
En introduisant la fonction logarithmique dans les deux membres de 1’équation nous

obtenons :
10g(,u + ml) =logm, + log(é’2 - Hm) — 10g(9m - 91)
La différentielle logarithmique de I’expression précédente est : ‘

d(p+m) _dm, do, _ dg, _ df, _ df
H+m my, 6,-6, 6,-6, 06,-6 0;-
Oubien: A4 ___dm__dm, ~d6, _ do, o,

o
Mrmg  p+m my, 6,-6, 6,-6 w O, — 6
Clest-a-dire :
+m + + +
dp=—dm P g g FE 4 g HEM g Q L g KM g M
IU+m1 m, 02_0m U Hm_el Hm_gl

Et en fin, I’incertitude absolue demandee est :
Al = +Am, + Am, ﬂ+m1 ﬂ+m1 L Hm + A6, H+m
m, gm - 91 gm - 91

Exercice 1.12 : x
Apres introduction de la fo ction log 1thm1que dans les deux membres de I’équation

nous obtenons : log y
Sa différentielle est

+loge "= logy=logy, — ot

logy logyo) d (a)t)

A
ons X = wt:dYX—d—w + 3y = X[

dw dt}
w t

W t
ou:

: dy _dyy _ (d_wﬂj
Yo Yo @ 1

On passe a I’incertitude relative pour en déduire I’incertitude absolue :

A A
g:ﬂ+ (%+£j Ay=y{ﬂ+tAa)+a)At}
Yy W o t Yo

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Rappel sur le calcul vectoriel 17 S al clually 8

II/ RAPPEL SUR LE CALCUL VECTORIEL
‘é_ﬁ\_!_ofﬂ_“ Ql—all HSJ

1/ GRANDEUR SCALAIRE (el )s8al)
Une grandeur scalaire est toujours exprimée par une valeur numérique suivie de I’unité
correspondante.
Exemple : le volume, la masse, la température, la charge électrique, I’énergie. ..

2/ GRANDEUR VECTORIELLE (Sl )a3all)
On appelle grandeur vectorielle toute grandeur qui nécessite un irection, un
point d’application en plus de sa valeur numérique appelée intensité

Exemple : le déplacement, la vitesse, la force, le champ electrlque‘

3/ REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UN VECTEU

V' : représente le vecteur (avec ses quatre caractérist

Pl=p1=v

4/ LE VECTEUR UNIT xjgl\ (éu c’est un vecteur de module égal a ’unité (le

nombre un).

On peut exprimer teur parallele au vecteur unitaire sous la forme :
=V =Vu 2.1)
0 V
Fig 2.2: vecteur unitaire
@
S5/LA E GEOMETRIQUE DES VECTEURS (433U il aaal)

te opération fait appel au dessin, c’est pour cette raison qu’on la qualifie de
géométrique.

» La somme de deux vecteurs : c’est une opération commutative.

On calcule le module du vecteur résultant & partir de la loi des cosinus (alalll g (5i8)
que nous démontrerons plus tard :

D=V} +V? -2V V,cos 2.2)
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(a) " (b) g

Fig 2.3: Somme de deux vecteurs

Pour déterminer la direction de ¥, il suffit de chercher la wvaleur. d I’angle o
(figure 2.4). Raisonnons a partir du triangle ACD de la figure 2.5 :

. CD _CD
SiIna = 1C = 7
V _b 2.3)
sin@ =
Fig 2.4: relative a la démonstration de la loi des sinus
De méme dans le triangle BEC nous avons :
. BE
sin f =—
V. V : -
BC % =% o [Vsinf=Vsina| @4)
. _BFE sina  sinf
S = ——
AB

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST
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De (2.3) et (2.4) nous pouvons en déduire la formule générale (2.5), appelée loi des sinus

() )

V 4

1

.V2 2.5)
sin 6? sin ﬂ sin

- . V-

» Cas particulier : Si 6 = % alors V' =./V,> +V,” et tana = 72
1

> La somme géométrique de plusieurs vecteurs : (voir figure2.5)

P07, 4,47, 4T ?’r
A

mme de plusieurs vecteurs

\

soustractlon de deux vecteurs : ((pelad z k) figure 2.6

étrkluement, le vecteur Dreprésente le résultat de la soustraction entre les deux
vecteurs V, et V,. Nous pouvons écrire: D=V, =V,
Cette équation peut aussi s’écrire : D =V, +(=V,)
La soustraction de vecteurs est anticommutative, c’est ce qui ressort de la figure 2.6 :

D'=-D

» Le module du vecteur D :

D=V} +V>=2VV,cosf (2.6)

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST
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N
D!

Fig 2.6: Différence de deux vecteurs %E

6/ COMPOSANTES D’UN VECTEUR (glad <iLs 49 ¢

Chaque vecteur peut étre considéré comme étant la de deux vecteurs ou plus (le
nombre de possibilités est illimité).

Dans le plan, soit le repére R(O;1, f) :

> En coordonnées rectangulaires : on d&om& le vecteur V suivant I’axe des X et

I’axe des Y, comme indiqué sur la ﬁgure2\
4

TR

V=V +7V,
V =Vcosa
V =Vsina

i

@ Fig 2.7: Composantes d’un vecteur

En désignant les deux vecteurs unitaires i et j, respectivement dans les directions des
deux axes OX et OY, nous pouvons écrire :

V.=iV, ., V,=jV,

V=V +V ; V=iV +jV, (2.7)

V=iVcosa+jVsina =
or V=iV ,dou:

V=V(@i.cosa+ jsina)

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST
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i=i.cosa+ j.sina
Quant 4 la norme du vecteur V , elle vaut : ¥ =/ V:+ Vy2

En utilisant les coordonnées x et y nous pouvons aussi écrire : ¥V =+/x* +y°

(X - (X

Exemple 2.1 : Trouver la résultante des deux vecteurs Vl(ylj ; V, (yzj dans le repere
1 2

R (O, ]).

Réponse :

V

2.8)

—

+7,

Yl

L V=i )t () — V= J(x1+x2)

i 62
Exemple 2.2 : Trouver la différence des deux vecteurs V1 % le repére
bg

R(O3i,)).

Réponse :

V=V-V, ; V=i,

_X2)+J(y1 ¥,)

/ - \/(xl _x2)2 +(y - J/2)2

» Dans Pespace : dans le repére R (O; i ] @ase orthonormée), nous remarquons

que V:Vx+Vy+VZ:> V=iVt y+l€.VZ.(ﬁgureZ.8)

1AD

.Y
AN

<
’_< v

Fig 2.8: composantes d’un vecteur

Nous pouvons nous assurer géométriquement que :

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR
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cosd = = V_=r.cosd
r
sing=L = p =r.sind;
r
V :
cosp=—=*=V =p.cosp=V_ =r.sinb.cosp
V

sinp=—>=V, =psing=V, =rsinf.sing
0

V. =Vsin@.cos ¢ E'

) in o (2.9)
V,=V.smf.sme
V.=V.cos@

Quant au module du vecteur V ilestégala:V =, [V > + / f
Ou en coordonnées cartésiennes : V' = /x* + y3 + z°

@aﬂgles respectifs formés par le vecteur 1%
eéme fagon que nous avons obtenu 1’équation

+» Remarque : En notant par
avec les axes OX et OY et de
2.9, 1l vient :

VZ V.cosfp , V.=V.cosO (2.10)

En résumé :

Nous pouvons en dédui

A\ cos’ o +cos” B+cos” 0 =1 (2.11)

: Trouver la distance qui sépare les deux points A(lO,—4,4)u et

B ( i, représentés dans le repére rectangulaire R (O ;i, j,k), avec u = unité .

Réponse :
En représentant les deux points dans le repere, on se rend compte que la distance

demandée n’est autre que le module du vecteur D, qui est la différence entre les deux
vecteurs: D=V, -V,
Soit :
D= ;(xz _x1)+j(y2 —y1)+l€(22 —z)=> D =\/(x2 _x1)2 +(y, _y1)2 +(z, _21)2
D =i(0)+ j(10)+k(4)= D =~116 =10.77u
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Exemple 2.4 : Trouver la résultante des cinq vecteurs suivants :
Vo= =3)) wl, = (=3i+2)) w;V, = 27 =6 yusV, = (70 =8 yus Vs = (97 + )u

Réponse :
V=(4-3+2+749) +(-3+2-6-8+1)] =V =197 —14] =V =/361+196 = 23.60u
_ V.
Pour trouver la direction du vecteur V', nous partons de 1’expression tan« :7y, o est
X
I’angle formé par le vecteur ¥ et ’axe OX :
tana =~1% )~ 0,737 = a ~36,38°
7/ LE PRODUIT SCALAIRE ( calwl) gaal) :
% Définition : On appelle produit scalaire de deux vecteurs 7 et.V, bre réel
LV, v, =n.J,.cos(V,.V,) (2.12)
~ - 1A= =12 =12 |I= 12
ou vV, = R e 7 e 1784 2.13)

% Cas particulier : P 4
Si ¥,=0oul,=0,alors V.V, =0 4

Si qutaetﬁzia,alors:& 9\
= = = 7
1540

1

=—=cos—=0= ].172 =0
2 2

3(171,172)=OZ>c050:1:>I71_I7:V1V2

V&
Exemple: /\)
Le travail W e F qui provoque un déplacement AB est donné par la

form =F.AB.cosa tel que o = (F ;A—B) (on lit W est le produit scalaire de

F AB),0on écrit :
» W=FAB < W=F.AB.cosa

=V AV, VISV AV A2, V=V =V eos (V) =

; Démontrons a présent la relation (2.2) comme nous |’avons promise :

V2=V 4V, + 201, cos(ViV2) = V =V +V,2 + 2V, cos(V1V )

% Expression analytique du produit scalaire (crabeal) 5120l dululail) 3 jLall)
Dans le plan(s siwall 2 ): Soit les deux vecteurs 171 et 172 contenus
dans le plan, tel que :
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Dans le repere \CR(O ,ZJ)

VvV = (x] i+y .j).(xzf +y ) =xxdi+x. i ¥,y 00 +y.p,.0.]

= |V, =x.x+y.,. (2.14)

Dans Despace (sLadl) ) :
Soit les deux vecteurs ¥, et ¥, dans le repére R (O ;f,];/g ) .

1

~.

=

1?]/20
=k =1

U
<
R
=
J
U
o
Il
=
N><
+
I

(2.15)

~. 1 ~

\l

+* Propriétés du produit scalaire (adeadl ;L\;J\ oailald) :

Commutatif (L) ViV, = Vz V1
Non associatif (a3 ,£): n ex1s’t% e résultat serait un vecteur.

Distributif (%)) par rapport a la somme ctorielle :

fVV+

< Exemple 2.5 : Calculer l’angwly tre les deux vecteurs : V| =3i + 2}' —k
et Vo=—i+2j+3k.

Réponse :
Partant de 1’express u prodult scalaire, on peut écrire :
VT
cos(V1V2)=
nr,

V,=J9+4+1=374 ; V,=1+4+9=374

=-0,143= 0 =(V1V2) =96,2°

8/ LE PRODUIT VECTORIEL (il s)aal) :

< Définition : On appelle produit vectoriel de deux vecteurs V, et V, le vecteur W
perpendiculaire au plan qu’ils constituent.
Nous écrivons par convention : W = V A V I7 172

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST
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S

R

—-W v
Fig 2.9: produit vectoriel &'

> caractéristiques du vecteur 17 (gladd) ¢ jras)
n sens est déterminé

W est perpendiculaire au plan formé par les deux ve S,
par la régle de la main droite (I’index indiquant ;ﬁ E, module est donné par la

formule 2.16:
(2.16)

W:\W\le.Vz.sin(g.V
NN =
S,/\/; =i
=1

Important : inj=k; }K/\@
7R 5] -

i

Remarque : la grandeur W ‘ =V }/( sin(V;V,) représente Iaire du parallélogramme
laisse sous entendre la possibilité de lier un vecteur a une

formé par les deux vecteurs, ce q

certaine surface.
Meéthode utilisée pour calculer le produit vectoriel de deux vecteurs :
A\ Xy X,
» iy s Yyl v,
Z; Z,
® . > 7 .
Enu es coordonnées cartésiennes dans le repére R.(O;7, j,k), on peut écrire :
+H —j +k
- |y oz X, z X, ¥
W — x] y] Z] =] 1 1 _ ] 1 1 + k 1 1
y2 ZZ 2 ZZ x2 y2

X, W Z;
W =(y122 _yZZ]) ?_(xlzz _xZZ])}: +(x1y2 _xzyl) ];

Le module du vecteur est donné par I’expression :

LMD1/SM_ST
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W=(3z -0z ) +(xz -xz) + (0, —xp ) =V V,sin@,7)|  @17)

> Propriétés du produit vectoriel (Sl glaal) ailad)
Anticommutatif (suaa  iasi ) ViAV2=—VsnV,

Non associatif (i £): V) /\(V2 /\V3) (V1 /\Vz) /\73
Distributif () par rapport a la somme vectorielle :
A H ANARINA

+ Exemple 2.6 : Calculer le vecteur W, produit des deux vecteurs : 7 =(2,1,=1) et

172 =(1,0,-2), en déduire I’angle & compris entre eux.

Réponse :
W =[(1x-2) = (0x-D]i =[(2x-2)-(Ax-1)].j +[(2x0) -

W=V.JV,sin@ = 374:>s1n0—£ 3’74=O,683:>0=43,06°
J30

9/ LE PRODUIT MIXTE (ks ;\
rs Vl,}z et V5 est la quantité scalaire définie par :

Le produit mixte de trois

Y223 —y322)x1 —(x223 —x322)y1 +(x2y3 _x3y2)zl (2.18)

A
& VECTEUR PAR RAPPORT A UN POINT DE LESPACE
(sLadl cpo Akl Lpcilly £l 2 5)

> ition : Le moment d’un vecteur par rapport a un point de 1’espace est le
vecteur défini par :

=0AnV (2.19)

+ Remarque :
EH = au double de I’aire du triangle 4OB . (Figure2.10-a-)

11/ MOMENT D’UN VECTEUR PAR RAPPORT A UN AXE

(o9l pdlly pladi 256

«» Premiére définition : Le moment d’un vecteur par rapport a un axe est égal a la
projection de ce vecteur par rapport a un point quelconque de cet axe.
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% Deuxiéme définition : Le moment du vecteur V' par rapport a un axe A,

d’origine O et de vecteur unitaire u, est ¢gal au produit mixte :

r,=t,u=(0AAV)u (2.20)

< Remarque : Le moment d’un vecteur par rapport & un axe est une grandeur
scalaire, par contre le moment d’un vecteur par rapport a un point de 1’espace est
un vecteur (Figure2.10-b-)

On définit I’opérateur (Ji34Y) différentiel vectoriel V(nabla) par:

@
= 8 b d a - a g
V=—i+—j+—k 2.21)
ox Oy 0z
Ou:
o 0O 0 . e . \
—, —et — sont respectivement les dérivées partielles par rapport a x,y et z.
ox 0Oy 0Oz
Nous allons définir le gradient, la divergence et le rotationnel a I’aide de cet
opérateur.
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» LE GRADIENT (zo<).
Si f(x,y,z) est une fonction scalaire, son gradient est un vecteur défini comme

étant :

gmf:v(f):g_f;hgﬁg_f;z}’ 2.22)

®,

< Exemple 2.7 : Calculer le gradient de la fonction £ (x,y,z) = f =3x’y’z.

Réponse : gradf = 6xy°zi +9x>y2z.j +3x*y* k %
es SEa

> LA DIVERGENCE ().
Si V= (V.,V,,V.) estune fonction vectorielle, sa divergen: laire défini

comme étant : C)
ov. 0
+

divl =VV ===+ (2.23)
ox
s Exemple 2.7 : Calculer la diver§ence eﬁ fonction vectorielle
V(x,y,2)= 2n§;227 +9xy'k
] A Q
Réponse : divl =2y —3Q5= y =3z
> LE ROTATIONNEL (&lus):
Si ¥V =(V.,V,,V.) est ction vectorielle, son rotationnel est un vecteur
défini comme étant :
- ov.\. (oVv. oV \- (oV, oV -
rot(V)=VAV = ——> i —(Z—").j - k| (2.29)
0z ox Oz ox oy
. oo
=2 9 9 - gupac
ox Oy Oz
Ve v, V.

b/ Pour calculer A, B,C il suffit de se rappeler de la régle du produit vectoriel :
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+1i
- oV
A= i g =+ [% _ yj
Oy <0z dy oz
v, T

7
- 02 _ﬂ.(ar@_ar/x) %r

- Oox > oz Oox 0z
AT Ay,

|l e o |, j
o, X Oy ) oy
V. ¥V, .

¢/ On arrive a ’expression finale (2.24.: Q‘\ !
+i -] +k x;

o o0 0 ov. f 7(81/ an q(aV 6Vj

. . | = z z X _|_k oz _ X

ox oy oz ﬁz

V. v,
: Ca&ler le rotationnel du vecteur :

V(x,y,z)=2xyi =3yz>] + 9xy3l€

rot(V) = (27xy” - 6z)7 = (95> = 0).7 + (0 - 2x).k

rot(V) = (27)cy2 — 6yz)f ~9y°j — 2xk

13/ LE LAPLACIEN (oldlY) @

< Définitions :
= En coordonnées cartésiennes :
» Le Laplacien d’une fonction scalaire est égal a la divergence de son

gradient :

VV(£)=V3(f) = ‘fo ; gyf ; ‘sz (2.25)

LMD1/SM_ST
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» Le Laplacien d’une fonction vectorielle est égal a la divergence de son
gradient :

e -l Z ol A g
vV(r)=v @)= e A (2.26)

REMARQUE
Vous trouverez, a la fin de ce document en annexe, un formulaire regroupant le
gradient, la divergence, le rotationnel et le laplacien dans les différentes coordonnées :

cartésiennes, cylindriques et sphériques.

"\
LY
\QQ
/
A\ ?:\)
y
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EXERCICES
Bangl (udly lgie e Aadl) <Dk

koK

ﬂ:‘...)l—";—"‘

O ssind Aldd) o3 oy i JS (A 1A

Exercice 2.1
On considere , dans un repére orthonormé OXYZ,

V. =3i—4)+4k |
V,=2i+3j—4k et V, =5i— j+3k.

les trois vecteurs :

a/ calculer les modules de Vi< Vo et V3,
b/ calculer les composantes ainsi que les modules des

Z:V1 +V2 +I73

vecteurs : et
B=2V-V,+Vs,

¢/ déterminer le vecteur unitaire porté par
C=Vi+Vs,

d/ calculer le produit scalaire V1 .V3 et en déduire
I’angle formé par les deux vecteurs.

« -

1.2 (ppan
it (OXYZ adlaia 5 guilaie ales

—

Vo=3i—4j+4k A A dasY)
V,=5i—j+3k ¢V, =2i+3j—4k
Vis ViV u*ds;\lulm—wb‘/‘
§:2V1—V2 +I73 g 2=V1+V2 +I73
Sle o Usesdl sl gled e /g
62171"‘173

L) 30 iial o5 7, 75 ealad) gaad) casal /
Legin 3y geanall

3

=

e/ calculer le produit vectoriel 172 A 173 : I_/z A V3 Gr—\.uﬂ\ ¢laal) g_u;\ /o
Exercice 2.2 2.2 3 sl
Montrer que les grandeurs de la somme et de la | N O .

) 5. | el GOl 5 & saadl (gl j3ka Gf e R
X X
. = = B A
différence de deux vecteurs A=| 4., |et B=| B . . _ 25 _ 25
Y Y Q\.}S\J&:}Ib LQ.G_LQ JT‘MM B= By 9 A= Ay
A, B, 5 )
exprimées en coordonnées rectangulaires  sont z Z
respectivement : L sl e Akt
2 2 ) 1/2
S:[AﬁBVz* A +B ) +(4 +B J _ 2 2 2
(4.+2) ( ' )) ( ) . S=|(4,+8,) +(Ay+By) +(4. +B.)
2 2 2
D:[(AJ—BX) +(A‘,—Bv) +(4.-B.) } _ , , L2
D —[(Ax -B,) +(4,-B,) +(4,-B.) }
ﬂ\l
Exercice 2.3 3.2 said)
Trouver la sommes des trois vecteurs :

V,=5i-2j+2k
V,=4i+7]+6k.
Calculer le module de la résultante ainsi que les angles

qu’elle forme avec OY,0X et OZ .

Vo=3i+7-TF s

P A iV & sene dlase aa
V,=-3i+j-Tk ¢ V. =5i-2j+2k¢
LV, =4i+7)+6k
oo Lexinat (A L3l 5 Aliandl) Al sl Coneal]
.0Z 5 OY,0X = S

Exercice 2.4
a/ Montrer que la surface d’un parallélogramme est

‘ZAE‘ tels que |A| et|B| sont les cotés du
parallélogramme formé par les deux vecteurs .
b/

A

B

Prouver que les vecteur et sont

14.2 0y yald)

e gaY) glsie dalue of can /)
glsie 2la (B 5 [4 G- ‘Z/\E‘
ol (e (<) & LY
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perpendiculaires si

2+§‘:‘T4’—§‘

Gl bage o0& 4 gl ol oa o /o
[4+B|=[d-B| ) ciiai )y B gledl

Exercice 2.5
Soit le vecteur :

V= (2xy+z3);+(x2 +2y)}'+(3xz2 —2)k

Montrer que grad AV =VAV =0

5.20m »aill

;&l&iﬂ\ &)

1% =(2xy+z3);+(x2 +2y)}'+(3xz2 —2)7{
ng/\V=§/\I7=6 Qi AR

Exercice 2.6
1 2
Soient les deux vectewrs A =| & , B=|-3

y/j 4

Trouver &, 3 pour que E soit paralléle 2‘12, puis

déterminer le vecteur unitaire pour chacun des deux
vecteurs.

6205 »ail
olelaill &4

Aed gl Bgldll )l pdusy Bla ne
Legia JS1 48] gall 3as) 4l ‘;r_uur_

Exercice 2.7

La résultante de deux vecteurs a 30 unités de long et
forme avec eux des angles de 25° et 50°.

Trouver la grandeur des deux vecteurs.

7.2 5 padl)

Lagaa sl g52a 5 30 el sh (pelad Alass
50° 5 25° gl
opelil) Ay gl s

J
/

N
G
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Corrigés des exercices 2.1 2 2.7 : 7.2 A 1.2 (v O ladl)

Exercice.l :

a/ [V, =6,40| , |V,=5,38 , V,=5,91
b/ |A=10i -2 +3k , B=9i-15] +15k
=== C_ - |- _ 8- 5 - 7=
c/ |C=8i-5j+7k | —=uc=|u.= i— Jjt k
C 35 B5T B35

ViV =xx;, v vy, tz,z4 =ViVs=15+4+12 ,| V.,V =31

ViVs 31 31
= Cosa =

o = , cosa=0,176 = |a =79,86°
iz NN T

e |V, AV3=5i-26]—17k

d/
cosa =

Exercice2.2 :

Exercice2.3 :

V=Vy+Va+Vs , V=6i+6j+k=|V=8,54

V.=V.cosa = cosa :%:% , cosa:0,70:>
V. 6 ’

V =V.cosB=cosf=—2=—— |, cosff=0,70=|8=45,6°
V 1

V.=V.cos0 = cosl = VZ:854 , cos@=0,70= |0 =83,1°

Exercice2.4 :

a/ surface du parallélogramme : S = h.‘f?‘

On remarque sur la figure que : 4= ‘Z‘ sin @ A

Donc: S :‘ZHE‘sinQ N4
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ZHE‘ sin &

On en déduit que : S = ‘Z /\E‘ =

Rappelons-nous que la surface d’un triangle de cotés ‘Z‘ et ‘E‘ est égale a :
$,=5|AnB|=2{d|Blsino

b/ soient les deux vecteurs :

1/2

‘Z+§‘:_(AX+BX)2+(Ay +By)2+(Az+Bz)2

1/2

- = [ 2
[4-B|=|(4,-B.) +(4,-B,) +(4-B.)
En égalisant les deux derniéres expressions, et en développant nous arrivons au résultat :

AB +A,B +A4.B. =0, quin’estautre que le produit scalaire (ZE) =0 ALB.

Exercice2.5 :
Ecrivons les deux expressions des deux vecteurs :

o
ox 2xy+2°
V= < V=l x+2 y
X 2xz° -2
0
0z
En calculant le produit vectoriel de ces deux vecteurs nous trouvons que le résultat est
Z€ro :
i -j k
Vind =12 9 -
ox oy oz

2xy+z  x*+2y 2xz° -2

Exercice2.6 :
Pour que les deux vecteurs 4 et B soient paralléles il faut que la relation B=A.4 soit

vérifiée, avec A constante.
Partant de cela on peut écrire :

2
_ |4 1
4 B
2
Univ-BECHAR LMD1/SM_ST
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On en déduit la valeur de A et par la suite les valeurs de o et S :

22150123

_—3:a:>|a=—1,5
A

G=r=lp=a

On s’assure des deux résultats en calculant AA B =0

Les vecteurs unitaires correspondant a chacun des deux vecteurs A et B sont :

Ad=i-15j+2k | A=uiola=—ti-b3 5, 2 g
A V7,25 {7,257 47,25
=——=—=—=1 B_- |- 2 - 3 -4 -
B=2i-3j+4k ——up=luz = i— | + k
J B T T e o o

Exercice2.7 :
Des données nous pouvons en déduire que I’angle entre les deux vecteurs est :

180—(25+50) =105°
Appliquons la formule 2.9 pour trouver les deux composantes :

. W _ %
sin105°% . sin50 .sin25
B (IR SN L BN [ TR
sin105°  sin50 ~.¢ sinl105° -
V .
VB Ly 2SN e
sin105°  sin25 7 sin105° e
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111/ PRINCIPAUX SYSTEMES DE COORDONNEES
claflaaMy A ) dadaty)

Afin de déterminer la position instantanée d’un point matériel, nous devons choisir
d’abord un repere parmi les différents repéres les plus utiles. Dans ce qui suit nous allons
rappeler les principaux systemes de coordonnées.

1/ REPERES D’INERTIE OU GALILEENS (Z\,xl:dd\ 9 AaiUaaly esuu:\):
(Galil¢
Pour déterminer la position d’un mobile dans I’espace, nous devons ch nt tout
un corps solide, que nous appelons référentiel, auquel nous assoc es axes de
coordonnées.
¢ Définition : tout ensemble de systémes d’axes de coordonnges, li¢ corps solide §
qui est le référentiel (g ), constitue un repere (al=al )4ié ace corps solide S .

Exemple : la table (référentiel) + 3 axes = repere lié a

La terre (référentiel) + 3 axes quelque soi

ine commune = repere 1i¢

a la terre.

Les reperes galiléens sont constitués d’un systénﬁ (c'est-a-dire au repos ou en
mouvement rectiligne uniforme). !:

Dans un référentiel galiléen R donné, on ne position ponctuelle M a I’aide de

g&orelle, donc la position est définie par

t).

—_—

¥ =0OM((x,y,z,t) au temps f, son mouvement

trois coordonnées spatiales et une coorid%nn

quatre nombres réels comme par exemple

-

Si on note la position d’un point
dans le repére R est défini par Papplication? — 7(¢) .

2/ PRINCIPAUX REFERENTIBL GA/LILEENS (Aalslad) an) ol aai)
¢ Repére Coper opernic1473-1543)
Ce repere est défini par trois axes issus du centre du systéme solaire et dirigés vers
trois étoiles fixes choisies convenablement. (Figure 3.1)
est utilisé pour I’é¢tude du mouvement des planétes et des vaisseaux

spatiaux interpla
terre accomplit un tour autour du pole nord-sud en un jour, sa révolution autour

du soleil est € année.
@

+*{ Le Repére géocentrique (¢3S ya gial) alzal)
Ce repére est défini par trois axes issus du centre d’inertie de la terre et dirigés vers
trois étoiles fixes du repere de Copernic. Ce repere est utilisé pour 1’étude du mouvement de
la lune et des satellites en rotation autour de la terre.

< Le Repére terrestre ( o< Bri alaall)
Ce repere est défini par trois axes perpendiculaires issus de n’importe quel point
de la terre. Ce repére est utilisé pour 1’étude des corps en mouvement liés a la terre. Dans ce
repére la terre est fixe, elle constitue donc un repére galiléen.
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Repére de Copernic

Le soleil

La terre

Repére géocentrique v

Fig 3.1: les différents repéres

3/ LES COORDONNEES CARTESIENNES (E\.a
a/ Le repére spatial ((Aladl) alaall):
Si le mouvement s’effectue dans I’ esPacmﬁ possible de repérer la position du
mobile ponctuel M dans le repére R(O;i, j, k)
I’aide des coordonnées cartésiennes ( de &e x

du vecteur positionOW ou bien a
rtes 1596-1650) ou rectangulaires et qui

sont :
ab isse (4uald)
onnee(‘-u-w)
z a}tltude(\sh)
Le vecteur position s’écrit : / xi+yj+z. k 3.1)
Z.
®
.M
]_éu
Y 0) =~ >
i Yoy
s m

Fig 3.2: Coordonnées cartésiennes
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b/ Le repére plan (g siall alzall)
Si le mouvement s’effectue dans le plan, il est possible de repérer la position du mobile

ponctuel M dans le repére R(O;f,j) a ’aide des coordonnées rectangulaires X et ), ou

bien a I’aide du vecteur position OM .

_—

Le vecteur position s’écrit donc : [OM =7 =x.d +y.] 3.2)

A
Y
trajectoire

| il

N

—»

X
Fig 3.3: Coordonnées;&w es
®

¢/ Le repére rectiligne (piwal) aleall) Q\,

~y

Si le mouvement est rectiligne, on se de ’axe OX tel que le vecteur position
OM s’écrit :

F=xi] 3.3)

4/ LES COORDONN AIRES (4l cillaay))

Quand le ement est plan, 1a aussi, on peut repérer la position du mobile M par ses
coordonnées polaires {7, @) . (Fig3.4)
: n y e ((;.‘m‘ kil dm.'i)

@ : Angle polaire(dxkill 45 3)
e vecteur position dans ce repére s’écrit donc :

OM =7 =rii, (3.4)

e la méme fagon que nous avons obtenu la relation (2.8), nous pouvons écrire dans ce

cas :
U, =—i.sing+ j.cosg| et i, =i.cosp+ j.sing
Ainsi nous pouvons écrire le vecteur position en coordonnées polaires comme suit :
OM =7 =A.@i + A i, (3.5)

Ou (Ar , Aw) représente les deux composantes de OM  dans la base (ﬁr ,ﬁw) :

La relation qui lie les coordonnées rectangulaires aux coordonnées polaires est :
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x =r.cosd Q= arccos%

(3.6)
y=r.sinf Q= arcsin%

5/ LES COORDONNEES CYLINDRIQUES (4:)ghau) &lLfiaay))
Si la trajectoire est spatiale, ou p et 0oz'(fi .5) jouent un rdle particulier dans la
détermination de la position du mobile, il % ¢rable de faire appel aux coordonnées

cylindriques ( PP,z ) :
L :rayon polaire (g;-‘lﬂm sl )

@ :angle polaire(z\-},\kﬁ\ j\)j\)
z : altitude (i) /\) y4
Vi

7A
:4/ ligne de la coordonnée z
|
|
— |
A
| ligne de la coordonnée p
» ligne de la coordonnée ¢ | . A
y Y LU,
o) ' >
o Y
» m
X,
Fig 3.5: Coordonnées cylindriques Fig 3.6: Base des coordonnées cylindriques

En se référant a la figure 3.5 nous pouvons écrire :
OM =¥ =0Om+mM =r.u
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5 N 7 = 7+ I
D’ou F=pu,+zk

De méme :

—_

U,=1i.cosp+ j.sing

Attention a ne pas confondre #, et u !!!

Nous pouvons écrire maintenant 1’expression du vecteur position sous la forme :

OM =7 =i.p.cosp+ j.osinp +k.z
e __p ﬁ¢ ]#,0 Q 3.8)
OM =rF=ix+jy+k.z

Nous pouvons transformer I’expression précédente du vecteur position OM soui la forme :

OM=F=Aii +A i +Ai @ (3.9)
Otl(Ap,Aw,Az = Z) sont les composantes deOM dans la b e(ﬁp oo U, = l;) . Pour

obtenir I’expression du vecteur unitaire L_iq) il suffit de se ompte que les vecteurs
unitaires qui constituent la base(ﬁp,ﬁq),ﬁz = k) sont pe “ ulaires entre eux ; donc #,, est
le produit vectoriel de #_ et i, . Ainsi: y

- _ = L _ 7 . ®
i, =i, Aii,=—i.sin -%S(p (3.10)
Par identification des relations (3.1) et (K\ ¢duit les relations entre les coordonnées

cartésiennes et les coordonnées cylindriques :
I 2
X =pcose P = ty

0] =/fctgy/x (3.11)
@ =arccosx/ p =arcsiny/ p

Remarque : si z=0

qu’un cas particker es

A
6/ LES ONNEES SPHERIQUES (13 <) i)
Quand oint O et la distance séparant M de O, jouent un rdle caractéristique,

’utilisation des coordonnées sphériques (r,@,(p) est la mieux adaptée, avec :

: rayon polaire(sxkdll il Caai’)

- azimut (Cew)

@ : coaltitude (Ll o)

Nous démontrons géométriquement (figure 3.7) les relations entre les coordonnées
cartésiennes et les coordonnés sphériques :

s reconnaissons alors les coordonnées polaires qui ne sont donc
données cylindriques.

X = pcose x =rsinfcosp
y= psin¢ = y= rsin Hsinqo (3°12)
p =rsind z=rcosbt
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0= arccos7 3.13)

r
@ = arctg %

Quant a la relation entre les coordonnées cylindriques et les cordonnées sphériques elle est :
p=rsin@ reNpt+z’

p=9¢ p=9¢
z=rcosd 9=arctg%

Principaux systémes de coordonnées

(3.14)

’
’

’,
,* ligne de coordonnée r
4

<V

Y \, \
{Z
»\ \\ligne de coordonées 0
X
X/ N, /

Fig 3.7 : Coordonnées sphériques

En coordonné %&es le vecteur position s’écrit: OM =7 = xi + y.j +z.k
sp

En coordonnée iques on peut 1’écrire :

Fig 3.8 : Base des coordonnées sphériques

OM =F=A i, + A i +A,ii, (15.3)

°
Of,l(Ar A A(,) sont les composantes de OM dans la base (ﬁ}_,ﬁw,ﬁg)

Remarque : Pour couvrir tout ’espace en coordonnées sphériques, nous admettons les

variations :
de 0aoo, @ de0a r, @ de0a2r

> Expressions des vecteurs unitaires (L_i,_ ,ﬁw,ﬁ(,) : En se référant a tout ce qui a été dit

sur les coordonnées sphériques, nous pouvons écrire :
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r= V.I_/;r = % +mM
Om = p.ﬁp = p[;.cosgo+}'sin(p]
mM = z.k = k.rcos6.
p=r.sinf
Nous en déduisons : 7 =r [; cos @.sinf + } sin ¢.sin 6 + k.cos 9]

Il nous apparait clairement I’expression de #

ur =i.cos@.sin@+ j.sin@.sin @ + k.cos @ (3.16)

Connaissant le vecteur :

U, =—i.sing+ j.cosg

7/ LES COORDONNEES CURVILIGNES (W\
Nous pouvons repérer la position du mobile sur la trajectoire elle-méme a I’aide de

I’abscisse curviligne (3\_\.\;4,‘;5\ lalall). Pour cé :

-On oriente la trajectoire au hasard, .
- on choisit un point fixe 0 sur la tr. t@mmme étant I’origine des abscisses,
L’abscisse curviligne est défini. co étant la grandeur algébrique S de I’arc

appartenant a la trajectoire de 0 jusqu’a

N

M

(18.3)

0)
A\ Fig 3.€ : Coordonnées curvilignes
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EXERCICES (= )
Exercice 3.1 13 ¢ )
Convertir le vecteur suivant des coordonnées | . . . . .
= = u_a\:u\h:}[\ e ‘_A\J\ t\.:u.ul\ aJ\.}G J};
cartésiennes (l , ]) en coordonnées . . i . .
o ey e A (7)) R
polaires(u, ,u | : V =Xi +Yj — L I O
(7.2, V=xi+Y  i(d,.a,) %k
Exercice 3.2 23 )
Convertir le vecteur suivant des coordonnées | . . . . -
.. g_igu\.l;‘}“ ) LALJ\ tw\ DJL}Q J);
sphériques (”r JUp,U, ) en coordonnées i

f,j‘,/}') V=V, +V,i, +V,i,

cartésiennes: (

Aflay e J (d,0,.0,) <)

V=V, +V,ii, +V, i, (1. 7.k) %558,

Exercice 3.3

Convertir le vecteur suivant des coordonnées

(7.J.k)

cylindriques(ﬁp,ﬁw,ﬁz) CV=Xi+Yi+7Zi

cartésiennes en coordonnées

- -

3.3 (pipal
SHnY e MU gt 5l Jia

eyl dle N (774) 48
) il slan)

V=Xi+Yi+Zi :(i,.q,.q,

¢

Exercice 3.4 4.3 E" |
Convertir le Vecielf qsuivant des coordonnées C'_aLjS\ A;}I\ o étd\ g‘ A3 )L_xr. JP
cartésiennes (i i ,k) en coordonnées . . T - - .

- ] iyl dle Y (F7F) &8
sphériques(ﬁr,ﬁe,ﬁ(p) CV=Xi +Yj+Zk _ L N o

V=Xi+Y+Zk :(a,.0,.0,)%s )

Exercice 3.5 5.3 (' waill
Convertir le  vecteur _}suivant en coordonnées C'_ﬂ.;}\.l;}l\ LJ étﬂ\ 81 sl % J\_}s JP

sphériques(ﬁr,ﬁe,ﬁ(p) A=p° U, +cosou,

A=pi, +cos¢.ﬁ¢:(ﬁr,ﬁ6,ﬁ¢)3\wﬂ\

Exercice 3.6
Convertir le vecteur suivant des coordonnées

cylindriques (u ooy U, ) en coordonnées cartésiennes

(7.7.%) :

—

V=Vu +Vu,+Vu,

-

6.3 (p sl
GAlilay) e JA gledll 3 ke T
AHaY) A ) (.8, 0, )& sl

V=V, +V,i, +Vi, :(0.7.k)&55s
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cflaasl dpei 1) dalasly

Exercice 3.7
Trouver la distance entre les deux points

M(pM,(pM,ZM) et N(pN,(oN,ZN) par les deux

méthodes :

1/ en convertissant ’expression du vecteur MN en
coordonnées cartésiennes.

2/ par le calcul direct.

Montrer que la distance entre les points M et N
s’écrit :

p]%[ +p1%4 +(ZN_ZM)2 -

7.3 (i pald)

ofbd gn o Al 35ke
Al N(pNa(DNaZN) 3 M(pMa(DM’ZM)

todalia) sy Hlally
GEaY) ) MN gl 3 e il /1

EEBHPIN|

Op Aladl of g oLodld Glealy 2
AU JSAIL B N g M il

HMNH = 20,0408 (0 — 0y ) HMNH _ L+ pl +(z —ZM)Z _
2Py Py -COS (pM (pN
Ny
S
/r
L
AFIZAZI Univ-BECHAR a4
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Corrigés des exercices 3.1 a 3.7 7.3 A 1.3 (e o oladl)

Exercice 3.1:
Si D’expression du vecteur en coordonnées cartésiennes est V' = Xi +Yj, alors, il est
possible d’écrire I’expression du méme vecteur en coordonnées polaires sous la forme :

V=V.u, +V, u,. Connaissant les expressions des vecteurs unitaires # et u, dans la

- -

base(i i ) , on peut déterminer les valeurs V' et V.

i, =i.cosg+ j.sin — - - - -
' prJme :>V=V,(i.COS(p+j.sin(p)+V(p(—i.sin(p+j.cos

u,=—1.sm@e+ j.cosp
En organisant la derniére équation :

V=i V.cosp—V, sing +7 Vrsin(p+V¢c%

X Y

Ainsi nous aboutissons a un systéme de deux équations a deuxin MV etV, :
V.cosp—V sing =
V.sinp+V cosp =

Apreés résolution on trouve : P 4
V.=Xcosp+Ysing| ; &Xsin(p+Ycosq)

4

L’expression du vecteur ' est donc :

V=(Xcosp+ }%}? ~Xsing +Y cosp)i,
Nous constatons que, pour trouver les deux résultats précédents, il y a beaucoup de calculs

a faire si on suit la méthode algébrique ordinaire. Il est plus facile et plus rapide si on opte
es. ns/bzfévement cette derniere méthode :

On part de I’étape ou nous avo stenu les deux équations :

X =V, cosp-V, sing

Y=V sinp+V, cosg
e déplacement :

cosp —sing ||V, V. cosp sing || X
= = =
sinp cosg ||V, v, —singp cosg || Y

V.=Xcosp+Ysing| ; |V, =-Xsing+Ycosg

Le tat est

L’expression du vecteur V' = Xi +Yj en coordonnées polaires est donc :

V= (Xcosgo+Ysingo)L7,_ +(—Xsing0+Ycosgo)ﬁ¢,

Exercice 3.2:
97 . I — — — -
Le vecteur s’¢erit: V =V u, +V,u, +V, u,

Dans la base (17,],15), il écrit V = Xi +Yj +Zk

Rappelons-nous des expressions des vecteurs unitaires (ﬁr Uy, U (p) en fonction dei, j,k :
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ii, =i.sinfcosg+ j.sin@sinp +k.cos

i, =1.cos@cosg + j.cos@sing—k.sin @
U, =—1.sme+ j.cosp

D’ou en remplagant :
V= V. (f.sin Ocosg+ j.sinfsingp + k.cos 0) +V, (f.cos&cosgp + j.cos@sing — k.sin 9) +

v, (—1 Sing + ].cosgo)
Développons et organisons la derniere équation pour trouver I’expression du vecteur V' en
coordonnées cartésiennes :
os@ |+

V=i V.sinfcosp +V, cosfcosp +-V, sing + 7| V. sin@sin g +V, cos @sin
Y

X

k| V. cos@—V,sind

VA

Les coordonnées cartésiennes sont :
X =V sin@cosp+V,cos@cosp

Y =V sin@sing +V, cosfsing +
Z =V cos@—V,sinf &

Le vecteur V = Vi, +Vyiui, +V, u, se rlQ nslabase ,j k)
V.sinfsinp+V,cosOsinp+V, cosgo)j +

V= (V sindcosp+V, cos@cosgo»\))

( V. cos@-V, sm&

Exercice 3.3:
Le vecteur V' dans

expressions des vecteurs unitaires (u oty z?z) e

u,,u ) s’¢crit sous la forme : V' =V u, +V ai, +V_u,

Connaissant n fonction dei, j,k on

peut écrire :

<
1

En organisant I’expression obtenue elle devient :

V=i V,cosp—V, sing +7 V,sing+V, cosg +Kil€

z

X Y

On obtient un systéme d’équations de trois équations a trois inconnuesV,, Vet V.
X =V, cosp—-V, sing
Y=V smp+V, cose
Z=V,
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On a le droit de choisir la méthode que nous maitrisons le mieux pour arriver au résultat
attendu. Si on choisit la méthode des matrices le raisonnement est le suivant :
On crée une matrice de déplacement a partir du systeme d’équations obtenu :

X] [cosp —sing 0 v, V cosp sing O X

P

Y |=|sing cosp OV, ||V, |=|-sing cosp 0| Y
Z 0 0 L[|V, V. 0 0 1|z

Le résultat se déduit directement :

V,=Xcosp+Ysing| ; |V, =-Xsinp+Ycosp| ;, |V, =Z

Vv =(Xcosg0+Ysin(p)17p +(—Xsin(p+Ycosq))17¢ +®

augau(p

Exercice 3.4:

Le vecteur V' dans la base (17 ) s’écrit sous la forme : U+ Vi, +V, 4,

r

Connaissant les expressions des vecteurs unitaires(ﬁ en fonction dei, j,k , on

peut écrire :
u, =i.smecosgo+j.s1n9s1ng0}k.

i, =1i.cos@cos @+ j.cos Osi —k.sin@

i, = —f.sin(p+2<cos \,
V= V. (7.sin9008(p+]'.sin6?sin(0-|;§os ;9 (f.cos&cosgo+].cos€sin(p—l€.sin0) +
v, (—f.sin @+ j.cos go)

Développons puis organis

s uaticyrécédente pour obtenir :

V=i V. sin@cosg +

Y

osp+-V,sing +j£nSineSin(/J+Vecosﬁsinq)+c05(p +

® X =V, sinfcosp +V, cosfcosp—V, sinp
Y =V sinfsinp+V,cosfsinp+V, cosp
Z =V cos@—V,sin0
Si on choisit la méthode des matrices, qui a fait preuve d’a aboutir au résultat escompté tres

facilement et trés rapidement, on doit d’abord construire la matrice de déplacement a partir du
systéme d’équations précédent :

X sinfdcosp cosdcosep —sing ||V, V. sinfcosp sinfsing cosd || X
Y |=|sinfsing cosfsing cose ||V, ||V, |=|cosfcosp cosOsing —sind||Y
Z cos @ —sinf 0 V V —sin @ —sin@ 0

4 4
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On trouve :

V. =XsinfOcosp+Ysinfsingp+Zcosl| ; |V, =XcosOcosep+YcosOsing—Zsinf

V,==Xsing+Ycosp

En fin de compte I’expression du vecteur V=Xi+ Y+ Zk en coordonnées sphériques est :

V= (Xsin@cosgo+Ysin&singo+Zc059)ﬁr +(Xcos000sgo+Ycos@singo—ZsinQ)ﬁg +

(—Xsin(p + YCOS(p)ﬁq)

Exercice 3.5:
Commencons par transformer le vecteur B = p* U, +cosou, nnées

cartésiennes :
A=p’ (f.COS(p + ]’.sin(p) + cosw(—fsimp g

b

En développant et en organisant I’équation, nous obtenon du vecteur 4 en

coordonnées cartésiennes :

A=7| p*.cosp—cosg.sing [+ j| p*sin s +gl€
X zZ
X = p*.cosp—cosg. smgo )’ ‘Qﬁ+cos o ; Z=0
On doit maintenant transformer cett xﬂpresswn en coordonnées sphériques en

faisant appel au résultat de I’exercice 3 4
A= (Xsm&cosgo +Ysinfsing + Z&>+ (Xcos&cosgo + Y cos@singp — Zsin 0)
( Xsmg0+Ycosq0

Il ne nous reste plus remplacer “X,Y,Z par leurs valeurs respectives trouvées ci-
dessus :

n 51n0cosgo+(p sin ¢ + cos go)sm@smgo]

0s @.sin g cos&cosqo+(p sin @ + cos go)cos@smgo]

°
Exercice 3.6:
Le vecteur/ dans la base(ﬁ N1 ,ﬁz) est V=V, u,+V, u,+V_ u, . Partant des

expressions connues des vecteurs umtalres( ol ) en fonction de 7, j,k , on peut écrire :

U, =i.cosp+ j.sing
u, = —i.sing+ j.cosp| = V= V. (f.cosgo+].sing0) +V, (—f.singo+].cosg0) +Vzl€
i, =k

Organisée elle devient :
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— -

V=iV, cosp—V, sing +j V,sing+V, cosg +VZI;
[

X Y 4
Par identification nous arrivons a :
X =V, cosp-V, sing
Y =V, sinp+V, cosg
Z=V,

Le résultat final est : |V = f(Vr cosp —V, sin (p) + ](Vr singp +V, cosgo) + EVZ %
Exercice 3.7:

1/_Premiére méthode : Trouver la distance entre les deux point ;,goM, ) et

N ( Pr>Pys>Zy ) en transformant 1’expression du vecteur MN en coo ¢siennes.

La figure montre que la distance entre les pointsM et N est égale au module du
vecteur MN :
MN =ON - OM =(pyii, +zyil. 2,1, )

WIW—W:(pNﬁPN—pMﬁle)+(ﬁ, Z, U,

TN
>®

!
~
\
_
~—

M
A\
i, =k
y o >J? yN /yM »Y
. i // //
Pu
Dy 5 B
x,, \\V \KPM
DOy Oy
X
X,
7]

PN
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Principaux systémes de coordonnées

Expressions des vecteurs unitaires u ,u o, SL U
u, —l.cosqu + j.sin@,
u, =1.c08¢, +j.sme,
u. =k

Remplagonsu, ,u, dans 1’équation (1)

MN = Py (z oS, + j.sing, ) - Py (z .cos@,, + j.sing, ) + (zNﬁz — ZML'ZZ)
Nous organisons 1’équation pour qu’elle devienne :

MN = (,oN COS @y — P, COSP,, )f +(pN sing, — p,, sing,, )] + (ZN —zM)k
La distance entre les points M et N st égale a la norme du vecteur MN

HWH :\/(PN COSPy — Py COS Py, )2 +(pN sing, — p,, Sin(pM)2 +(

Apres calculs nécessaires on trouve :

z) |~ (2)

2/ Deuxiéme méthode: trouver la distance entre 1ntsM (pM,goM,zM) et

MN| = \/pNz * 04" =20y -Pu (c0s 9y .cos @, —sing, sing, ) ]| +(z
j

N(pN,goN,zN) par le calcul direct :
VN = ON — OM = pN a +ZN

MN =(pyii, —pyi,, )+ (zy
o0 @ e

D’aprés la figure, nous voyons que I’angle-compris entre les deux vecteurs unitaires u, ,u,

est égal a @, —¢,,. Nous ob donc:
Hmu = w 2pN Py COS((”N Pu)t (ZN ~Zm )2 - (3)

sultats sont compatibles, il suffit de procéder a une
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IV/CINEMATIQUE

A-1V/ CARACTERISTIQUES DU MOUVEMENT

1/ INTRODUCTION (4s-is)
% La cinématique est 1’é¢tude des mouvements sans se préoccu es causes

responsables de ces mouvements (comme les forces par exemple

% Le point matériel est tout corps matériel dont les dimensions so iquement nulles

et pratiquement négligeables par rapport a la distance parco
L’¢état de mouvement ou de repos d’un corps sont de noti essentiellement
relatives : par exemple une montagne est au repos par rappo als en mouvement
par rapport a un observateur qui regarde la terre de loin et p e globe terrestre (avec

tout ce qu’il renferme) est en perpétuel mouvement.
Quiconque veut étudier un mouvement doit a priori s
par rapport auquel le mouvement est analysé. Ceci se tryu
peut se définir que par rapport a un repere.
Cette étude du mouvement s’effectue selon 1’\ deux formes :

@ r un référentiel (ou un repere)
par le fait qu’un mouvement ne

on OM , vitesse V et ’accélération a .

- vectorielle : en utilisant les Vec ur.

- algébrique : en définissan du mouvement suivant une trajectoire
donnée.

2/ POSITION DU MOB ):

La position d’u : 1el M au temps ¢ est repérée dans un

repere R(O;1, 1,k ecteur position OM (figure 4.1). La formule 4.1 exprime le

vecteur position‘en ¢ nées cartésiennes.

M
kA % O—M =F=xi+ y] +z.k 4.1
\
\
Xfooee Y
X Fig 4.1: vecteur position
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3/ LES EQUATIONS HORAIRES (43l c¥alaall);
Un point matériel est au repos dans un repére choisi si ses coordonnées X, y,z sont

indépendantes du temps, et il est en mouvement si ses coordonnées varient en fonction du
temps.

(On a choisi des coordonnées cartésiennes, mais on aurait pu choisir n’importe
quelles autres coordonnées).

Ces coordonnées peuvent €tre notées par :

x(@), y(2), (1) 4.2)

On appelle ces fonctions, les équations horaires du mouvement. On t les

exprimer sous la forme :
x= /(0,7 =g(0),2= h(®) «2» (43)

> La trajectoire (Jsall )
La trajectoire est ’ensemble des positions occupé

mouvement pendant des instants successifs. La trajectoire
suivie par une automobile par exemple ) ou i

exemple).
L’¢étude d’un mouvement plan se fait en rdonnées rectangulaires dans le repere

S ®
R(O;i, j) ou la position est définie par les deux coordonnées : x(¢), y(¢)

La fonction x> y(x) s/’Qp équation cartésienne de la trajectoire
(Dleall 4 35 \<l) Alslaalt),

On obtient I’équation de la trajectoire par élimination du temps entre les
deux équations horaires x /

Exemple 4.1 : Les équations horaires du mouvement d’un point matériel tiré dans 1’espace

sont x =2t ; y= -5t° +4t  (toutes les unités sont dans le systéme
international
A ouver 1’équation cartésienne de la trajectoire, quelle est sa forme ?

/
&‘ re I’expression du vecteur position au temps ¢ = 2s

bile au cours de son
ut’étre matérielle ( la route
trajectoire de la lune par

Réponse”:
1/ On tir e I’équation de X qu’on remplace dans z :

N x=2t:>t=£
2

z=-1.25.x" +2.x C’est I’équation d’une parabole.

2/ Expression du vecteur position :
OM =xi+yj+zk
OM =(2t)i +(=5* +41).k = OM (1=2) =47 — 12k

O—]\Z(xzz) =47 —12k
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Exemple 4.2 : Le mouvement d’un point matériel est défini dans un repere cartésien par ses
deux équations horaires :
x = asin(wt + @)
y =acos(wt + @)
Quelle est donc la trajectoire suivie ?

Réponse :
En ¢éléve au carré les deux équations, puis on fait la somme membre a membre pour

aboutir a I’équation d’un cercle de rayon a :

2 = 2 2.2
x =a sin (ot + @)
; 2 |y2_a2

y' =a’ cos’ (ot + @)

4/ LE VECTEUR VITESSE (48 jull glaid): %z
S.

On considere que la vitesse est la distance parcourue par unité de
< Vecteur vitesse moyenne (dawgiall ds ) plad)
0

Regardons la figure 4.2 : entre I’instant ¢ ou le il la position M , et
I’instant ¢' ou le mobile occupe la position M ', le vecteur-vite yenne est défini comme
étant 1’expression 4.4.

/

Trajectoire ---__

4

>% v AT g
t'—t At

itesse instantanée, c'est a dire au temps?, est la dérivée (48iia) du

vecteur po rapport au temps :
AOM dOM dOM
v i =lim,, = y = 4.5
! o =t o Ar dt o dt @.5)

v IMPORTANT : Le vecteur vitesse instantanée Vi, est porté par la tangente a la

trajectoire au point M ; il est toujours orienté dans le sens du mouvement
(Figure 4.3).
Dans le repére cartésien par exemple, on en déduit I’expression du vecteur vitesse
instantanée a partir de I’expression du vecteur position en dérivant :

—_

OM =F=xi+yj+zk=v=xi+pj+zk (4.6)
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v

Fig 4.3 : vecteur vitesse instantanée

v CONVENTIONS (cialbias )

» Notation de Newton : on note la dérivée par rapport au temps en mettant un
point sur le symbole de la variable. Si la dérivée est par rapport a une-variable
autre que le temps, la notation est de mettre une apostrophe(’) apre le
de la variable a dériver.

> Notation de Leibnitz : On note la dérivée de y, par exemple, ort au
d
temps, par LA
dt
de . _dy ( Z )
Ainsi nous pouvons écrire X =—; y=—;
dt’ dt
< Module du vecteur vitesse instantanée (432l Bad)
= + y‘% 2 A7)
L’unité de la vitesse dans le systeme 1nternat1 KS estm/s=m.s™".
Les composantes des vecteurs OM e onnees cartésiennes sont donc :
02\% —>V| y=v,
X R
5/ LE VECTEUR RATION (gl glad):
Nous ¢ ¢rons que I’accélération est la variation de la vitesse par unité de temps.

A .
% Vecteur accélération moyenne (fwgiall g ) £lad)

Traj

g =V Ao _IM a8
At LY

Fig 4.4

En considérant deux instants différents f et ¢' correspondants aux vecteurs position
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OM et OM' et les vecteurs vitesse instantanée v et v'(figure 4.4), le vecteur accélération
moyenne est défini par I’expression 4.8

< Vecteur accélération instantanée (£l g il glad)
Le vecteur accélération instantanée d’un mouvement est défini comme étant la
dérivée du vecteur vitesse instantanée par rapport au temps.
v'—-v

. AV _dv _d*OM | d
——=lm, ,—=— =—— |a=— = 5
t'—t At dt dt dt dt

On peut écrire maintenant en résumé les expressions des vecteurs position, vitesse et
accélération en coordonnées cartésiennes, avec les conventions de Newton et L

S

<l

a =lim

(4.9)

t'—>t

Important : Le vecteur accélération est toujours diri ers la partie concave de la
important ) ylg p

trajectoire. (figure4.5) o

% Module du vecteur accélération ins née (Al £ il glad dlygh)

Ce module est donné par %e 1

A a =i+ + 5 (4.11)

Tliéjectoire
: A R
Fig 4.5 te», célération

CONCLUSI : Dans un repere cartésien les vecteurs position, vitesse et accélération sont :
% )

=y X=v =a
X X

! TR Tk (4.12)

_

OM= r= xi+tyj+rtzk—>v=vi+tv.j+tv.k—>a=a.i+a.j+tak
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Remarque : Le mouvement est dit accéléré si a.v > 0, et décéléré ou retardé si a.v <0.
Quant au sens du mouvement il est indiqué par le sens de la vitesse V .

x =2t
Exemple 4.3 : Soit le vecteur positionO—M vy =4¢t-5|. En déduire le vecteur vitesse et le
z=¢

vecteur accélération instantanées, puis calculer le module de chacun d’eux.

Réponse : Nous dérivons deux fois de suite 1’expression du vecteur position pour nir les
vecteurs demandés et ensuite nous déduisons leurs modules :

V=dti +47+3%k — a=4i +0j +6tk
v=AI1682 +16+9/* a:\/]6+36t2@2

4}/
X\BQ
/
.

A\»
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EXERCICES

%ok

Exercice 4.1

Le mouvement rectiligne d’un point est défini par
Iéquation horaire : s =2¢> —9¢> +12¢ +1.

a/ Calculer la vitesse et 1’accélération a la date? .

b/ Etudier le mouvement du point lorsque t croit de
0 a +oo.(Dire dans quel sens se déplace le point et si
le mouvement est accéléré ou retardé).

1.4 5 a3
Aaleally 30080 dale ddasy] Al A4S jal)
s =26 =9 +12¢ +1:45 3
takall gl 5 el coual /)
Ot el sy U ddadl) 4S a sl [
5 bl Ji5 olad) gl (8l )40 N0
(Ablie f de ludie 4S al o

Exercice 4.2
Déterminer la trajectoire du mouvement plan
défini par les équations :

x =sin’¢ ; y=1+cos2t

Dessiner cette trajectoire dans le repére Oxy .

2.4: 0y pail)
ged Al jlee e
.x=sin’t ; y=I+cos2t : el

Oxy dlaall 8 bl 138 aus

48 )

Exercice 4.3
Dans un repére orthonormé (O,f,j,/g ), le

mouvement d’un mobile M est défini par les équations
suivantes : X =¢° —3t y=—312 s oz=t> +3¢
a/ Calculer les coordonnées a la date t, du vecteur

vitesse V, et celles du vecteur accélération @, du
mobile M.

b/ Calculer la norme du vecteur V et montrer que ce
vecteur fait un angle constant avec Oz .

3.4 pad
0,?,],12)@;:1‘ 5 laie alee 3
A Y aleell M & jatial AS jal) 20as
x=£ -3t ; y=-3t° ; z=£ +3¢
glad cilflas) ¢ Al 3 caal /)
gl gled 5 ¢ 7 deul
M & jaiall
3 o i s 7 opledl Ak cual s
.0z @&BL”}\J@@&MJ\

1

¢« a

A
Exercice4.4
Un point est mobile dans le plan a partir de la date

t =1. Ses équations horaires sont :

1
x=Int ; y=t+—.
t
a/Ecrire I’équation de la trajectoire.
b/ Calculer les valeurs algébriques de la vitesse et de
I’accélération au temps £ .

4.4 pad
Al \QA:«\S&;\@M" Lﬁﬂ\.ﬁaﬁ.}dﬁlﬁ
tlaa e 3 olilalea 7 =1

1
x=Int ; y=t+?

sl Uslrs S /)
o daall) &
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a< sl &) jaaa

Exercice 4.5

Dans un repére orthonormé (O, i,j ) , un mobile

M décrit dans le sens direct Dellipse
2 yz

d’équation : — +-— = 1. Le point M est repéré sur
b2

I’ellipse par I’angle @ .
Déterminer les vecteurs vitesse et accélération v et
7 en fonction des dérivées @ et @ .

5.4 i)

mi (0,7, 7)) ilatia 5 aalaie plaa B
9 ek it LdLd o) i oFjate
o e A AL O;g.%ﬂé:uﬂm
57 el eled B . Ll WY
3¢ oEEAD Wy 7 g

S

Exercice 4.6
Soit, dans un plan (P), un repere orthonormé

xOy et un mobile M se déplagant dans ce plan. A la
date f , ses coordonnées sont définies par :

t .t
x=+2cos— ; y=2\/§s1n—
2 2

a/ Quelle est la trajectoire ?
b/ Calculer les coordonnées a la date 7 du vecteur

vitesse V et du vecteur accélérationd de ce mobile.

Quelle relation y a- t- il entre OM et d ? Au bout de
combien de temps le mobile repasse-il par une méme
position sur la courbe ?

¢/ Entre les dates ¢, =0 et ¢, =4, déterminer les

positions du mobile et les coordonnées de V pour

J5

avoir un vecteur accélération de longueur ——.

:6.4 (i padl)
oslaie 5 dlxia alea (P) (s 5ime G (S
3—2 Qﬁﬂc@\hj¢tw\
x =2 cos - ; y=2\/§sini
2 2
?DJLHMJALA/\
9 v Ac yull &Lz.& clilaa) il /g_1
Loz ddaalll 8 aljanal 13d g g bl glad
P LT d s OM Onbasasal iDL a
o e doatdl G Jda 4 sad
¢ Saiall e g sl
N 1, =45 1,=0  ofballl o [/

NG .
el 4l
4 ) b gl

A\»
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Corrigés des exercices 4.1 4 4.7 7.4 A 1.4 (v Okl

Exercice 4.1 :
1/ Pour calculer la vitesse il suffit de dériver I’équation horaire par rapport au temps :

v=§=6t2—18t+12
dt

En dérivant la vitesse par rapport au temps on obtient I’accélération :

d
a==121-18
dt
2/ L’étude du mouvement du mobile nécessite une étude mathématique de ion
s =2t —9¢* +12¢ +1. Le mouvement est accéléré ou retardé selon le signe roduitav.

Quant au sens du mouvement il est indiqué par le signe dev.
Dressons le tableau de variation :

v=6t" —18t+12=0=>¢t=1; t=2 R a=1 0=¢=15
t 0 1 L5 2 0
v + 0 - - ( +
a - - 0 . Q +
av - + - +
Mouvmt| Retardé Accéléi\) Retardé Accéléré
sens + sens - sens - sens +

>

ation trigonométrique : cos2t =2cos’ -1,

Exercice 4.2 :

Commencons par 1 sfo

dessiner la trajectoire il faut remarquer que 0<x<+1, car quelque soit 7,
0 <sin” ¢t =x < +1. Nous en déduisons que la trajectoire est un segment de droite joignant les
points ‘A (+l, 0) etB (0, +2) .

Y

+2\B

0
+1 x
Exercice 4.3 :
Deux dérivations consécutives des équations horaires nous conduisent aux expressions des
coordonnées des vecteurs vitesse et accélération du mobile a ’instant? :
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vx:)k:3(t2—1) a, =x=6t
vyv, =y =-6t ;  a=qa,=y=-6
VZ=Z'=3(t2+1) a, =zZ=06t

2/ Le module du vecteur vitesse est égal a v = 18(1 +1 )2 =|lv= 3\/5(1 + 12)

Calculons maintenant 1’angle compris entre v et Oz . Pour cela calculons le module
du produit scalaire :

vk = v.k.cos(fz,l;)Z v.cos(ﬁ,/:{) , cos (\7,]?) :?
x 0
By k0| Bk=(50)+(5.0)+(20)=3(1+)
z 1

— = —=F—"y = cos|V

. ~)_17.l€ 3(1‘”2)
v 3W2(1+7)

Exercice 4.4 :
a/ Eliminons le temps entre les deux équations horaires obtenir 1’équation de la

trajectoire : V4
Q
x=Int=t=

M|
y=e +
-
b/ calculons les modules de la vite t db’accélération au temps ¢ par dérivations
successives des deux équations horaires pport au temps :

1Y 1Y 1 1
v -4 +1-=] ;== +1
thj/( £ j o

2 12 £ Vo
Exe

Rappel mathématique concernant ’ellipse : suivons le raisonnement qui accompagne la
figure ci-dessous :
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Yt Equation du cercle  x*+y*—a* =0— (1)
M 2 2
Y : Equation de l'ellipse x—z +% -1=0—> (2)
a
, i X, =acosg
Coordonnées du point M: .
¥, =asing

remplagons x et y dans ['équation (1 ) :
VM, a’cos’ p+a’sin’ p—a’ =0= cos’ p+sin’ p—1=0-(3)
Par identification des équations (2) et (3 ) nous obtenons deux

résultats importants qui caractérisent l'ellipse:

(2):(3) COS(D_—: xX= aCOSQ) s smq)_—

=
Maintenant que nous avons les coordonnées du point M , nous pouvons repér int sur
. X .
I’ellipse par ’angle ¢ tel que cosp =— ; szngoz% @
a

La vitesse du point M est égale a :
OM =acospi +bsing.j = |V = —agsinp.i +bgcos@.j :/
L’accélération du point M est: |y =—a (gb’singo +¢ i pcosp— @’ sin go) .J

o~

Exercice 4.6 : 4
1/ Pour obtenir I’équation de la trajectoire il ’éliminer le temps entre les équations
horaires : K

La trajectoire est donc une ellip
2/ En dérivant les équations ires par rapport au temps, on obtient les deux composantes
du vecteur vitesse :

& =5 =Zeost

erivant les deux composantes du vecteur Vltesse par rapport au temps, on obtient les

deux santes du vecteur accélération :
. V2t
. = Vx = _TCOSE
A2
ay - Vy - —TSIHE

Ecrivons a présent 1I’expression vectorielle de 1’accélération pour trouver sa relation avec le
vecteur position :

1 - 1 - 1, - -
G=——xi—-——yj=>d=—(xi—yj) ; |i=——OM
1 rEey 4( v.J) 1

] —
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Caractéristiques du mouvement
Puisque la trajectoire est une ellipse, le mouvement va se répéter a 1’infini pour une

variation du temps de 0 a 0.
Soit 7 I’intervalle de temps séparant deux passages consécutifs du mobile par la méme

position et dans le méme sens.
t

:x=+2cos—

2

L’abscisse du mobile au temps ¢ est: x
(1+7)

L’abscisse du mobile au temps ¢+ 7 est: x'= J2 cos

Puisque le mouvement est périodique il faut que x = x
(c+7)
=2r=|T = 47r

t
—:>_

COS— = COS

cosa=cos (a+27r) ;
2 2
3/ Position du mobile et ses coordonnées pour une accélération de m%g )

; — + 2krx
sinE >0 x
Q 27y 2kr
<t <4, nous résumons les résultats dans le

En prenant en considération la con D

tableau suivant :

+ | 42 |-=
2

2 | ——=

)N
/
<
—_ o
N\Lg,’ma
[
N | —
N

Exe 4.7
ide de la figure ci-dessous on écrit I’expression du vecteur position

OW=x.f+y.j

2b
M

BV

LMD1/SM_ST
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Il reste a déterminer les deux équations horaires, c'est-a-dire les coordonnées en fonction du
temps :

x:a+bcos¢> , x=2bcosp+bcosp = x=3bcosgp
yZA_A'—bsin(p , y=2bsinp—-bsing = y=bsing

OM =i 3bcosgp+ jbsing

On en déduit I’équation de la trajectoire par ¢€limination du temps entre les équations
horaires :

2 2 2
=9b" cos
* N =X = y_2 =1| C’est I'équation d'une ellips
y*> =b’sin’ ¢ 9 b

2/ La deuxieme dérivée du vecteur position par rapport au temps no it a I’expression
du vecteur accélération :
__d’OM - _
== o’ (l.3b.cosa)t +].b.sma)t)
t

D’ou le module de cette accélération :

wt +sin’ ot

&
\ /
w

A\y
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B-IV/ MOUVEMENTS RECTILIGNES
2 A | 6 ..\ AL “ Q\ <‘/\ a “
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1/ MOUVEMENT RECTILIGNE UNIFORME (daliiall dadicall 4< jal)

» Définition : Un point matériel est en mouvement rectiligne niforme si sa
trajectoire est une droite et son vecteur vitesse constant (donc son vecteur
accélération nul).

> Equation horaire : on choisit 'axe OX comme repére rectiligne et on fixe la
condition initiale # =0 ; x =x, (abscisse initiale).

Partant de la définition ci-dessus, et grace a une intégration on arrive a exprimer 1’abscisse
X en fonction du temps :

. dx X ¢
v=x=—=vO:>dx=v0.dt:>J.dx=jv0.dt
X|LEVE, = XX, =t

Dans une derniére étape on obtient 1’équation horaire du mouvement rectiligne qui est
une fonction du temps de premier degré:

X=yttx, (4.13)

On appelle x 1’abscisse instantanée, et X, I’abscisse initiale.

° ° ° >
0] Xo X X
t=0 ¢

Fig 4.6 repére rectiligne

> Diagrammes du mouvement(4S_al) cikhis)
Les ‘diagrammes du mouvement rectiligne uniforme sont la représentation

graphique de 1’accélération, de la vitesse et du déplacement en fonction du temps.
(Figure 4.7)

Fig 4.7 : Diagrammes du mouvement

Exemple 4.4: Les équations horaires du mouvement d’un point matériel
sont x=2¢t;y=2t+4; z=0(toutes les unités sont dans le systéme international).
Montrer que le mouvement est rectiligne et uniforme.
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Remargque : Dans un repere cartésien, si I’une des coordonnées est nulle le mouvement
est dit plan (mais il peut étre rectiligne aussi) ; si deux coordonnées sont nulles le mouvement
ne peut étre que rectiligne ; si les trois coordonnées sont différents de zéro, dans ce cas le
mouvement est dit spatial.

Réponse : Démontrons d’abord que le mouvement est rectiligne ; pour cela on doit
chercher 1’équation de la trajectoire. Apres €limination du temps entre les deux équations
horaires données on trouve: y=x+4 = équation d’une droite, donc le mouvement est
rectiligne.

Pour que ce mouvement soit uniforme il faut que la vitesse soit constante en direction,
en sens et en module.

Le vecteur vitesse est v =27 +27 = v=v22+2> = v=+/8 =2.83ms"'

Ceci implique que le mouvement est uniforme. En définitif le mouvement est rectiligne
et uniforme.

2/ MOUVEMENT RECTILIGNE UNIFORMEMENT VARIE
(UL 3 ppiall Laiiall 48 al)
» Définition : Le mouvement d’un point matériel est rectiligne uniformément varié si sa
trajectoire est une droite et son accélération est constante.
» La vitesse algébrique : En considérant les conditions. initiales =0 ; v = v, (vitesse

initiale), et partant des définitions précédentes, et en intégrant on peut écrire :

t
0

dv v t
a=— = dv=adt :J.dv:jadt :v‘; =at
dt 5 ’
On obtient a la fin I’équation de la vitesse instantanée qui est une fonction du temps de
premier degré:

V=y,L+v, (14.4)

» Equation horaire du mouvement : Si on prend #=0 ,; x = x, (abscisse initiale), et

partant de ce qui précéde on écrit :

v:%:at+v0 = dx =(at +v,)dt = jdeJ.(at+V0))dt
0

X0

L’équation horaire est donc :

x= %at2 +y,t + X, (15.4)

> Diagrammes du mouvement : On voit sur la figure 4.8 les diagrammes du mouvement
rectiligne uniformément varié relatifs a ’accélération, la vitesse et le déplacement.

XA VA
1 a
x=—at2+v0t+xo *
a=C"
Xo
» O
O Ll

Fig 4.8 : Diagrammes du mouvement
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. Y y . . y N e . 2
Laissons a I’étudiant le soin de démontrer 2 titre d’exercice que : v> —v,” =2a(x—x
0 0

Rappel : Le mouvement rectiligne est accéléré (de JM) si a7 >0 , et il est retardé
(ki) si @y <0

Exemple 4.5: Un corps ponctuel se déplace suivant I’axe OX avec une vitesse
d’équation: v=2¢-6 (ms™) ; t>0.

a/ En déduire I’équation de I’accélération ainsi que 1’équation horaire de ce mouvement

sachant qu’a I’instantf =0 , x =5m. Quelle est la nature du mouvement ?
b/ Indiquer les étapes (accélérée et retardée) du mouvement.

Réponse : On obtient I’équation de 1’accélération en dérivant I’expression de la vitesse

dv Gt g
par rapport au temps : a = 7 =2ms " . L’accélération est constante.
t

En intégrant I’expression de la vitesse on obtient 1’équation horaire :
dx t t
VE— X=X, +J.va’t:>x=x0 +I(2t—6)
dt 0 0
x=x,+t’=6t;t=0,x=5=>x,=5
Le mouvement est rectiligne uniformément varié
b/ Les phases du mouvement : on dresse le tableau de variation suivant :

=|x=f£ —-6r+5

t 0 1 3 5 00

v - 0 +

a + +

P — N S s
av - 0 +

Mouvement retardé Mouvement accéléré

Tableau de variation 4.1

2/ MOUVEMENT RECTILIGNE A ACCELERATION VARIABLE
(& el 3 yia daiiicaal) 45 jall)
» Définition : Le mouvement d’un point matériel est dit rectiligne a accélération
variable si sa trajectoire est une droite et que son accélération est fonction du temps

(a=f(®).

Exemple 4.6 : Un corps ponctuel se déplace suivant une droite avec 1’accélération

a =4—1t* (toutes les unités sont dans le systéme international MK.S').
Trouver les expressions de la vitesse et du déplacement en fonction du temps en

considérant les conditions suivantes : ¢=3s; v=2ms” ;x=9m

Réponse : Pour obtenir 1’expression littérale de la vitesse on doit intégrer 1’équation
de I’accélération :

t t 1
v=[adt +v,=v=v, +[(4—1")dt v=4t—§t3+v0
0 0

Intégrant de nouveau afin d’obtenir I’expression littérale du déplacement :
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0 1
x=x, + [vdt :>)c=—at4+2t2—vot+x0
0

Il nous reste a déterminer 1’abscisse et la vitesse initiales du corps. D’apres les
données, on remplace dans les expressions obtenues précédemment le temps par¢ = 3s pour
trouver 1’abscisse et la vitesse initiales :

3 .
t=3s=>x,==m ; v,=—lms"
4

En fin de compte, les expressions de la vitesse et du déplacement sont:

x=2t2—it4—t+§ v=4t—lt3—1
12 4 3

3/ MOUVEMENT RECTILIGNE SINUSOIDAL (Asuall dasdivall 4 al)

» Définition : Le mouvement d’un point matériel est rectiligne sinusoidal si son
€quation horaire peut s’écrire sous la forme :

x=X, .cos(wt+e) (16.4)

Ouméme x =X .sin(wt+a)

X : Amplitude ou élongation maximale (ks ¥) Jdsall 5 daadl), son unité est le métre.

x : Elongation ou abscisse instantanée (Bl Juaall i Alaldll), elle varie entre deux
valeurs extrémes : —1 < cos(wf + @) < +1= —X < x<+X ,son unité est le métre.
@ : Pulsation du mouvement (4S_,a i), son unité est le radian/seconde.

@ : Phase initiale (4:2Y) Aadall o) LAY Jshl)), son unité est le radian.

@t + @ : Phase instantanée (4lialll Aadall o) Baall) ghll), son unité est le radian.

» La vitesse : En dérivant I’équation horaire on obtient 1’expression de la vitesse

, ) _ . dx
nstantanee : v =x = —

dt
v=-X, .osin(ot + @) (17.4)
Cette vitesse varie entre deux valeurs extrémes :

—1<sin(wt+@)<+l=-X, o<v<+X, o

» L’accélération : En dérivant 1’équation de la vitesse on obtient 1’expression de
I’accélération instantanée :

.. _dadv
a=i=vy=—
dt

a=-X o’ cos(w.t+ @) (18.4)

Cette vitesse varie entre deux valeurs extrémes :
+X 0 >2a>-X o
Nous pouvons écrire I’expression de 1’accélération sous la forme :
a=-w.x (19.4)

L’accélération est proportionnelle a I’élongation avec un signe opposé.
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Contrairement a la vitesse, I’accélération s’annule au passage du mobile par la position
d’équilibre (origine des abscisses), et prend une valeur maximale lorsque 1’¢longation est
maximale. Nous avons résumé sur la figure 4.9 les principales caractéristiques du mouvement
rectiligne sinusoidal.

i a 5
: <y =
\ 0] X \ X
x=-X, x=0 x=+X,
v=0 Viax = X, -0 v=0
a=+X, & a=0 a=-X, o
Fig 4.9

» Equation différentielle du _mouvement (A all Alality Asaal)
L’équation de I’accélération peut se mettre sous la forme d’une équation
différentielle :

d’x
dt’
a=i=-o'x=>i+w'x=0

+w'x=0 (20.4)

La solution mathématique de cette équation différentielle est de la forme :
x= Acoswt + Bsin ot

Apres transformation trigonométrique nous pouvons €crire : x = X, cos(awt + @)

X, et ¢ sont les constantes différentielles qui sont déterminées grace aux conditions
initiales sur 1’¢longationx,et la vitessev, ; d’ou 1’on obtient un systétme de deux
équations a deux inconnues qui nous permet de déterminer X, et ¢.

x, =X, cosg

r=0— ]
Vo ==X, sing

» Les diagrammes du mouvement : La figure 4.10 représente les diagrammes du
déplacement, de la vitesse et de 1’accélération du mouvement rectiligne sinusoidal
(pour simplifier nous avons choisip =0).
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X,\V,a

+a

max|

max|

0 T2\ T 3T8/\ 2 t(s)

Fig 4.10 : Diagramme du mouvement

Exemple 4.7 : Un vibreur sinusoidal représenté par 1’équation x =4sin(0.1z +0.5)

(toutes les unités sont dans le systéme international MKS').
Trouver :
a/ ’amplitude, la période, la fréquence et la phase initiale du mouvement,
b/ la vitesse et I’accélération,
¢/ les conditions initiales,
d/ la position, la vitesse et I’accélération au temps # = Ss,
e/ Dessiner les diagrammes du mouvement.

Réponse : Procédons par identification de I’équation horaire générale du mouvement
rectiligne sinusoidal et I’équation donnée dans I’énoncé de cet exercice.

x =4sin(0.1¢+0.5) = X, sin (@t + )

a/ L’amplitude, la période, la fréquence et la phase initiale du mouvement.

X =4m| Tzzl:\Tzzoyz:éz.Ss |
w

N=;:> N=159.10"Hz; |p=0.5rad

b/ Calcul de la vitesse et de 1’accélération :

v=x=0.4cos(0.1z+0.5)

a=v=-0.04sin(0.1¢ +0.5) =-0.04x

¢/ Détermination des conditions initiales :
t=0=x,=4sin0.5=1.92m = | x,=1.92m

v, =0.4¢080.5~0.35ms™ = |v,=0.35m

d/ Désignation de la position, la vitesse et I’accélération au temps ¢ = 5s
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t=5s: x=4sin(0.5+0.5) =

v=0.4cosl = |v=0.22ms"

a=-0.04sinl =

a=0.034ms”

e/ Diagramme du mouvement : Nous conseillons a I’étudiant de tracer lui-méme ces
diagrammes et de ne pas se contenter de jeter un simple coup d’ceil sur la figure 4.11.

X,v,a
4  x=4sin(0.5t+40.5)
/ \ : \\\
0
4
\\ /"
4L \/ \/

Fig 4.11 : Diagrammes du mouvement
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EXERCICES

koK

Exercice 4.8

La position d’un mobile en fonction du temps est
indiquée sur la figure ci-dessous. Indiquer :

1/ en quel endroit le mouvement se fait dans la
direction des X positifs ou négatifs ?

2/ a quel instant le mouvement est retardé ou
accéléré ?

3/ quand le corps passe par I’origine ?

4/ quand la vitesse est nulle ?

5/ faire un graphique de la vitesse et de 1’accélération
en fonction du temps,

6/ estimer d’apres le graphique, la vitesse moyenne
pour les intervalles de temps :

Is<t<18s ,1s<t<2,2s , 1s<¢t<3s

(m)

:8.4 (s yall)

v

X Jal ) dgn A8 jal) 25 puage o) i /1
Sl A gl

$ikliie o de jluiie 4S jal) oS5 Alal gl 32
a5l Jane (o ) “yay ef3
$ie yull A e 4
(el AV g jldl) 5 e jull Sy a0 &8 /5
Ao gl e judl 8 ¢ Sl sl e WY /6
a3l Joa sill Jaf e
Is<t<3s , 1s<t<2,2s , Is<t<1,8s
\

1m

Exercice 4.9
Un point matériel se déplace sur I’axe x'ox de

L2 . .
fagon qu’entre le carré v~ de sa vitesse et son abscisse

x, il existe la relation v = Ax+B,ou A et
B sont des constantes.

1/ Calculer I’accélération du mobile. Que peut on dire
du mouvement ?

2/ Connaissant la nature du mouvement, trouver par
une autre méthode les valeurs de A et B en fonction
des caractéristiques du mouvement.

9.4 (p yail)
¢ g Cusy x'ox yesadl e Aol ddad Juw
Bl ex lalas Ve e e on
'Ot*:’GBjA‘VZ:Ax.FB

e Js o (Say I3le el g s caal /1
€3Syl

el 5 Al A8y sl oa f AS Al dapda e 2
Aal e Ny B 5 A

Exercice 4.10
Une pierre est lancée verticalement vers le haut depuis
le toit d’un immeuble avec une vitesse de

:10.4 (i yad
29,4ms™" de yuo oY) ) W ELE 5 jlas (ol
Solaall Gl e 4y am b lee mhau o WU
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-1 . 0
29,4ms " .On laisse tomber une seconde pierre

4s aprés avoir jeté la premiére. Démontrer que la
premiére pierre dépassera la seconde 45 exactement
aprés que I’on ait laché la seconde.

2=9,8ms7.

3 jlaal) U‘ BT TR 2 W i W S P [ qu‘}”
LS 5 amy Ll 4 4l 3 jlaad)l e A4Y)
2 =9,8ms™

Exercice 4.11
Un homme au sommet d’un immeuble lance une
boule verticalement vers le haut avec une vitesse

12m.s™" . La boule atteint le sol 4,25s plus tard.

1/ Quelle est la hauteur maximale atteinte par la
boule ?

2/ Quelle est la hauteur de I’immeuble ?

3/ Avec quelle vitesse atteint-elle le sol ?

2 =9,8ms™

:11.4 (pad
58 eV ) WAl b e £ e Jay 3y
oaN s e 12m.s™  de
G838 e 4,255 ax
S0 4aals 3 adac¥) g li Y1 g L1
% el sle g8 oS /2
go 380 L palasi Al 8 L /30
?u'c_)‘}f\

2=9,8ms™

Exercice 4.12
L’unité de longueur est le centimétre, ’unité de
temps la seconde.
Une automobile se déplace en mouvement rectiligne.
2

T
a=—x, tel

4

que , a la date £ =15, on ait I’abscisse X = 4cm et la

. _ 1
vitesse Vv = 27rcm.s” .

1/ déterminer la nature du mouvement,
équation horaire.

2/ calculer toutes les constantes qui caractérisent le
mouvement,

3/ montrer que X peut s’écrire sous la forme :

x=X, cos(a)t+go).

Son accélération est donnée par

écrire son

:12.4 (3 yadl)
AP el Baa s ¢ jiadinadl a Jshall Baa
— el ey i A e 5L Jon

2
T

_Tx
v =2mems” eyl 5 x =4em ALl
gia )l Lgililes (iS) A8 jal) dagds Saa /1
A Al S A e ) JS qual 2
JSE e x S oSy g /3
X=X, cos(a)t+q0)

oSt =1s M\@Q‘i\g}.}s a

Exercice 4.13

Un corps est animé d’un mouvement rectiligne dont
laccélération est donnée par a =32 —4v( avec
comme conditions initiales x =0 et v =4 pour
t=0).

Trouver Ven fonction de f, X en fonction de ¢ et
X en fonctionde V.

:13.4 oy
a=32-4v g il dafiae AS jay awa Joy
(=0 dal e v=4 5 x =0 ddsy Ly ,d)

Vv AN x s ANy x f DYu v aag
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Corrigés des exercices 4.8 2 4.13

13.4 A 8.4 (e ¢y sladl)

Exercice 4.8 :

1/ Tout le mouvement s’effectue dans le sens positif des abscisses X

, sauf pour
I’intervalle de temps 2,2s <t < 2,8s pour lequel le mouvement se fait dans le sens négatif. Le
mobile est au repos entre les instantsz = 0,8s et ¢ =1,8s

2/ Le mouvement est accéléré instantanément aux instants ¢ =1,8s et ¢t =2.8s ; il est
retardé instantanément aux instants ¢t =1,8s et t = 2.8s

3/ Le mobile passe par 1’origine aux instantst =0,3s , t=2,8s , t=3,2s
4/ La vitesse s’annule entre les deux instants t =0,8s et £ =1,8s.

5/ La figure ci-dessous donne la représentation graphique de la vitess
temps.

lz ’
6/ on calcul la vitesse a partir de la formulev = — A%

1<t<L8s , v,
1

ls<t< 2, 2s B 3
moy 1
1
1s<t<3s , 5 S5ms”

24

-

,28

v=5ms"

—15ms™

Exercice 4.9 :

1/ On dérive les deux membres de 1’équation par rapport au temps

2v @—Aﬂ , va=A4Av=> a=£
dt dt

2
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Puisque D’accélération est constante et la trajectoire une droite, le mouvement est
rectiligne uniformément varié.
2/ Détermination de A et B :
v=at+v, >V =a’t’ +v, +2av,.t

1
v =a(at? +2vt) +v; =V = 20(56112 +vyt) vy = 2ax+vy - (1)

%{_/

X

D’aprés les données : v* = Ax + B —(2)

Par identification des deux équations (1) et(2) onendéduit: |4 =— ; Bzvj

Exercice 4.10 :
Pour les deux pierres le mouvement est rectiligne uniformément i¢. On oriente
e durant les
4secondes, soit son abscisse sur ’axe OZ :
1
Z = _Egtlz ;
D’aprés I’énoncé, on en déduit que la premiere dé
depuis son lancement. Calculons son abscisse a cet inst
z, =—lgt22 tvt, |z, 778,4m
2 ®
Les deux pierres au moment de leur rencontr %Vent a la méme hauteur(z =z =z, ),

la iéme apreés 8 secondes

8 secondes apres le lancement de la prenﬁér t condes aprés 1’abondant de la deuxiéme

en chute libre. \>

Exercice 4.11 :
1/ On choisit ’axe OZ or
I’immeuble.
Le mouvement de la ball
quand sa vitesse s’annu

A\ ¥ —v; =-2gh= =20 , |h=7,35m

eu»de I’immeuble est égale a I’abscisse de la balle au moment de sa collision
ita r=4,25s):

té pys'm‘vement vers le haut, son origine la terrasse de

uniformément varié. La balle atteint sa hauteur maximale
arréte alors pour tomber en chute libre. :

2/
avec le sol(

z ; Pyt ;| |2]=375m

3/ La'vitesse de la collision de la balle avec le sol :

v=—gt+ty, ; |[v=-29, 65ms™

Le signe — résulte de ’orientation de 1’axe.

Exercice 4.12 :

1/ Remarquons que nous avons une équation différentielle de premier ordre :
2 2

7 . T
a=—x=>i+—x=0
4 4

qui est I’équation caractéristique du mouvement rectiligne sinusoidal.
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Sa solution est, comme nous 1’avons mentionnée dans le cours, de la forme :
Ve . T
x=Acos—t+ Bsmzt
On en déduit I’expression de la vitesse en dérivant 1’équation horaire :
T . T T T
v=—A4A—sin—t+B—cos—t
2 2
D’apres les conditions initiales :
LT
t=1s , x=4cm , 4=0+Bsm5 =

t=1s , v=-2rem.s”" , -2z = —A%sin% =

L’équation horaire s’écrit alors :

s . T V4 )
X =4cos—t+4smEt:> X =4(cos51+sm

t:la tion,

2/ Les caractéristiques du mouvement rectiligne sinusoidal s
s il est nécessaire de

I’amplitude et la phase initiale. Pour trouver les valeurs de ces constante
transformer 1’équation horaire sous la forme :
x=X, cos(a)t +g0)

Multiplions les deux membres par — pour 0 te ir :

x——4

T
—t
2 J

V4
nous pouvons écrire 1’équation horaire sous la forme :

. Vs
Puisque : sin— =cos— =
2 U /
X =4—=| cos—t.cos— Z =42 cos—t cos - +sin 2~ £.sin =
N 4 4 2 4
Procédons a une tran tion trlgonometrlque pour aboutlr a:

cos—tcos—+sm—tsm— 4\/§cos —t——
2 4 2 4 2 4

A

dernie; ieu on arrive a ’expression de 1’équation horaire qui va nous permettre
d’ob constantes du mouvement. Par identification des équations (1) et (2) :

x= 4&005%@—%) = Xm.cos(a)t+g0)

él-l;

On obtient finalement :

La pulsation : |@ = %rad 57"y Pamplitude : | X, = 42em ,

la phase initiale : | = —%rad

3/ L’équation horaire peut s’écrire a présent sous la forme :
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x= 4x/§.102.cos(£t—£j (m)
2 4

Exercice 4.13 :
L’expression donnée est une équation différentielle de premier ordre.
a=32-4vv+4v =32

- . 4
Sa solution est de la forme : v = Ade™ +—

Pour trouver la valeur de la constante A4 on fait appel aux conditions initiales :
t=0,v=4, 4=4"+8 = A——

Donc la vitesse en fonction du temps est : |[v=-4e’ 4’ +8 —>
Pour trouver 1’équation horaire du mouvement on doit 1ntegrer 1’¢ a vitesse :
dx -
v=—=—-de" +8=dx= ( 4e4t+8)dt:>x: v
dt
=e" +8t+B

X
Calculons la valeur de la constante B a partir des conditions i

t=0, x=0=0=¢’+B=>

€

Donc x en fonction de ¢ est : |x = +8t— 1| - (2)

Pour exprimer xen fonction dev, il suffit d’élimﬁl’te ps entre les deux €quations (1)
°

et (2):

De(1) : v= -4e“”+8:>t=—§ln(8;v A Q

I B B ~
SR L e R B S
4 4 4 4

Finalement: [x =—21n 8 % +1
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Mouvement dans le plan

C-1V /MOUVEMENT DANS LE PLAN
et e Gl S A Y

Si la trajectoire appartient a un plan, il est possible de repérer la position d’un mobile
soit par les coordonnées rectangulaires soit par les coordonnées polaires.

1/ ETUDE DU MOUVEMENT EN COORDONNEES POLAIRES
(Aadall) il aay L 4S o) A o)

» Position du mobile : Soit M un point matériel dont la trajectoire est ourbe
plane quelconque( C).
La position du mobile en coordonnées cartésiennes, comme nou ons dé¢ja
signalée est définie par :
OM =7 =xi +yj (21.4)
Mais en coordonnées polaires le vecteur position s’¢
OM =F =rii (22.4)
Ou : i =i.cos@+ ]. smé’
Donc : OM =F = =r(i.cos@+
Remarque : et 6 dépendent du tem f (t)et @=g(1)
> La vitesse : Q’
v" En coordonnées car%
v = + y] (23.4)

v" En coordonnées alrre/D aprés le figure 4.12 , nous pouvons écrire les
expressions des deux vecteurs unitaires i et i, en fonction des vecteurs unitaires i et

—

Jj
7.&5 0+ jsind ii, =—i.sin@+ j.cos® (24.4)
’ri”es consécutives sont :
u - . .do do . do du, . do
. — =—j.sinf.—+ jcosO.—=ii,— = |—L=ii,—
dt dt dt dt dt
(4.25)
dii, _ do do do _|di, ___ do
=—i.cos0.— — j.sinf.—=—ii — =
dt dt dt dt dt dt
A I’aide des relations (4.25), exprimons la vitesse en coordonnées polaires :
Y dii - dr ~ dr _ ~ IR . .
VEF=r——+i— =>V=—u tr—ii,< V=ri +r0.i, (4.26)
dt dt dt dt
En conséquence, la vitesse a deux composantes, transversale V, et radialev . Ci-dessous

figurent les deux expressions des deux composantes ainsi que le module de la vitesse en

coordonnées polaires :
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V=7l +r.6. V=il - .
S v+ (r0)

¥
v+ v, v, =r.0.i

|

<
I

> L’accélération :

En coordonnées rectangulaires : G =V =7 =¥i + jj
En coordonnées polaires : Nous dérivons la relation de la vitesse 4.26 par rapport
au temps et en utilisant 1’expression 4.25, nous obtenons la formule de 1’accélération :

e du . du,
a=v=r—~+ii +r0.
dt dt

+r.0ii, + 7.0,

i= r'.(ag.%) + il +r.0.(—i %) +r.0.i, + 0.

En ordonnant cette expression, et en utilisant la notation de New arrive a la
formule définitive de I’accélération en coordonnées polaire
a=ri,0+iu +r0.(—ub)+rbii,+r0
a=(—-rdi +Qr0+ 4.27)
\ J ¥
a, ag

Remarquons que 1’accélération a deux co
®

(4.28)

Quant a son module il est égal 2

a= JM) + (270 + 0 (4.29)

» Cas particulier, L ent}ﬁ”culaire(iﬁ A A Al dald A :

Puisquer = R = ecteur vitesse est donc :
v = ROii, (4.30)
Et ’expression-du vecteur accélération est :
. d=-R6&.ii, +ROii, (4.31)

Y

Re uons que cette accélération a deux composantes :
lération normale (<BUY g L.dl) notée pard, , portée par la normale, dirigée

ers le centre , et de sens contraire 4 d , elle indique la variation de la direction de

la vitesse.

i,=-d =R =a =a,=RO’ (4.32)

v' Accélération tangentielle (.laal g uill) notée pard;, portée par la tangente a la

trajectoire au point M , elle indique la variation du module de la vitesse.

—

d,=a, =ROi,=a,=a, =RO (4.33)
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> Autre cas particulier, le mouvement circulaire uniforme (dakiial) 4 ilal) 4 jal)):

Pour ce mouvement la vitesse est constante en module. Et puisque” = R =C", la
vitesse est donc :

v=RO=Rw (4.34)

Nous reconnaissons la vitesse angulaire @ qui représente 1’angle balay¢ par unité

de temps et dont I'unité est le radian par seconde (rad .s’l) .

Quant a ’accélération elle vaut :

2
a=a =a, =RO* =R’ =;<:>ZiN =—Rw’ i, 4.35)

2/ LES COMPOSANTES NORMALE ET TANGENTIELLE DE LA IT%T DE
L’ACCELERATION DANS LE REPERE DE FRENET :

On considére maintenant un mouvement dont la trajectoi une “courbe plane
quelconque (C) . Nous dessinons un repere compos¢ de 1’axe MT, tangent & la trajectoire au
point M et porte le vecteur vitesse, et de ’axe MN perpendiculai “axe MT.

Soient ur et uy les deux vecteurs unitaires suivan t respectivement. On
remarque sur la figure 4.13 que la vitesse s’écrit alors:

V= vii, (4.36)

L’accélération s’écrit: a =a, +a,

Donc :

4.37)

A\ > $
M u, v ar T
Fig 4.13: vitesse et accélération dans le repére Frenet

De ce qui précede, apparait :

On appelle les expressions (4.36) et (4.37), respectivement les composantes de la vitesse et de
I’accélération dans le repére de Frenet, ou les composantes propres, ou encore les
composantes locales.
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Si ds est le déplacement élémentaire il est tout a fait logique que le vecteur position est :

F = [iip.ds (4.38)

Pour clore ce chapitre, abordons I’exemple suivant :
Exemple 4.8 : La trajectoire plane d’un point matériel en coordonnées polaires est

20 _

donnée par 1’équation : p.COS E =a,ou a estune constante.

On suppose que le module v de la vitesse de ce point matériel est proportio
v=kp,ou k estune constante positive.

Calculer les composantes normale v, et transversale v, du vecteur ; )
Réponse :
On sait que : v—pu +p(0u =>V= v +v

Remarquer que nous avons remplacé les lettres  par par o ( le but: n’apprenez
pas les lettres !!!).
Partant des données nous faisons les calculs sulvant
pcos’(p/2)=a p
? o/ 2)

En dérivant ’expression de p par rapport /{u @ us obtenons la vitesse normale v,
by = dp _ dp d > cos(g/)/2) sin(¢/2) P
Poodt d dt cos’(/2)
Quant a la vitesse transversale
/( PP

| faut la calculer ce ¢ a partir de Vi =y pz +v

2

Mais ¢ reste inconnue o

ur C

D’apres les donnee =K
AK "cos ((p/ 2)
Donc :
3 a .sin“ (@/2 a’ i sin” (/2
2 ((P )(p : k= ((/’ ) .(0
S {(p/2) cos®(¢/2) cos (¢/2) cos ((0/2)

Dot :¢° =k*.cos®(¢/2) = ¢ =k.cos(p/2)
En remplagant ¢ par sa valeur littérale dans les deux composantes de la vitesse, on trouve ce
qui est demandé :

_ak. sm((o/ 2)
N
£ cos*(pl2)

v, =v.sin(p/2)

_ a.k
cos(p/2)
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EXERCICES

Kk ~' “] N

Exercice 4.14
Une particule se déplace dans un plan XY selon la

loi: v, =41’ + 4t et v, =41,
Si le mobile se trouvait au point (1,2) a D’instant

t =0 , trouver I’équation de la trajectoire en
coordonnées cartésiennes.

:14.4 (3 yadl)
osdl @y XY sl (G4 dapes JEm
G daid a0 Ly, =4 5 v, =4A° + 4
Sbad) Aldee a7 =0 Aall & (1,2) A

HAg S cldlayL

Exercice 4.15
Une particule se déplace dans un plan XY selon la

loi: a, =—4sinfet a, =3cost.
Sachant que pour £ =0 onait x =0 ¢y =-3 «
v, =4 5 v, =0c¢trouver:

1/ I’équation de la trajectoire, quelle est son allure ?

T
2/ la valeur de la vitesse a I’instant £ = —3 .

:15.4 (3 pall)
o5 @y XY sl (8 depa Jum
dal 0 4 We .a, =3cost 5 a, =—4sint
v, =0 s v, =4 (y=-3 «x=0 Ll =0
ta

€41 Lo ¢ jluaall Aabas /1

.t:%S Al a de ul dad /2

Exercice 4.16
Soit le mouvement défini

y= 3(x + 2) et son équation horaire S(l‘) =2t

par sa trajectoire

Sachant que X =—2 et ¥y =0 quand S(O) =0 et
que S croit avec la croissance de y
1/ trouver les équations paramétriques x(l‘ ) et

y (l‘ ) du mouvement,

2/ déterminer 1’accélération normale et 1’accélération
tangentielle du mouvement.

:16.4 (' )

5 y=3(x+2) lajlee A A Al S

9 x=-2 o Uk, s(t):2t2 eyl Leilalea

1Y M e M S OiuS‘S(O):O Wy=0
y(t) 5 x(f) ofthasd ollad a1

‘K-)J

Exercice 4.17

On donne les équations paramétriques de la
trajectoire plane d'un point mobile par rapport a un
référentiel : x =2t et y = 4t° — 4t

1/ Déterminer 1'équation de la trajectoire, Quelle est
son allure ?

2/Calculer la vitesse du mobile,

3/Montrer que son accélération est constante,

4/Déterminer les composantes normale et
tangentielle de l'accélération dans un repére de Frenet.

5/En déduire le rayon de courbure.

:17.4 (3 yadl)

el (g sl luall Glisdassll Glilsbad) Jass
Ly =4 —4t x =2t tpa el dnally

€41SE Lo ¢ jbual) Allaa 33a /1

(el jaial Aoy canal/2

e g bl duled) 5 duabll i el S3s /4
(i

e lady) Hlad Caas i) /5

Exercice 4.18
Le plan est rapport¢ a un repere orthonormé

xQOy d'origine O et de base (ZT,] ). Les coordonnées
X et y d'un point M mobile dans le plan (0,7, ])
varient avec le temps suivant la loi:

:18.4 (3 yadl)
X0y oslaie 5 adaia alee sl sy
Y x Qbdlay) jed (f,]') el 5 O ol
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t .t
X=2cos—ety =2sin—.
2 2

1/ Déterminer la nature de la trajectoire,
2/ Déterminer les composantes du vecteur vitesse V ,

ds

3/ Déterminer l'expression de la vitesse—, ainsi

que celle de l'abscisse curviligne § du point M a

linstant f, en prenant comme condition
initiale s = 0 quand £ =0,
4/ déterminer les composantes normale et

tangentielle de l'accélération dans un repére de Frenet,
5/ en déduire le rayon de courbure de la trajectoire.
6/ La trajectoire reste la méme, mais maintenant le

point M  subit une accélération angulaire
de _ . .

7 =60 =0,2t. A quelle date le point M
t

atteindra-t-il une vitesse de 10ms ™", sachant qu'il est
parti du repos. Quelle distance a-t-il alors parcourue ?

.t t .
.y =2sin— 5 x =2cos§ Ol s
bsal) danha 2as /]
oy K.c)‘.d\t\a.&%_ﬁ,\s).qm;/z
s Adlaayl s e \hsjé eyl 3 ke s /3
dt

iy byall b o dlalll 4 A7 Akl dpaiad)

(=0 W s=0
slea b g ol Bl Aol (S 5al) 2n /4

-

(i
eliady) Hlad Caial i) /5

g ok M oAkl il cpa Al e 3l ) /6

.. d*e

M ikl gl ddad o 3 z

@bu;ﬂd\wm\@\w&c 10ms ™! ic yu

Plginksd i) ALl

=60=0,2t ¢35

Exercice 4.19
Une particule soumise a des champs électriques et
magnétiques complexes est en mouvement dans un
référentiel galiléen. Les équations horaires sont, en
t
. . b J
coordonnées polaires : 7 = 7€ et 0= Z, o€t

b sont des constantes positives.
1/ Calculer le vecteur vitesse de la particule,

2/ Montrer que 1’angle (ﬁ,ﬁg)est constant. Que

vaut cet angle ?
3/ Calculer le vecteur accélération de la particule,

4/ Montrer que l’angle (ﬁ,ﬁN)est constant. Que

vaut cet angle ? (On se servira de la question2),
5/ Calculer le rayon de courbure de la trajectoire.

:19.4 (' pall)

Blira Apunhalizg 5 43l S Jgial daald dapn Ja0

dpdadl) ldlaaYl Gl glilbeall | e as je
t

TS 5 s
s QUG D 5 ) ¢ 0=Z; r=re’ la

AS allde jull g lad Caal /]
A (7,10, ) Lasi 0 of ¢ /2
AS jall e jluall g lad /3
o gid oS A (G,i0,) AN ol b /4

¢(2d) 3y (i) 4, ) )

Tyl 3 028 (5 slusi oS

@
X
Exercice 4.20 :20.4 (3 yadl)
Un bras OA tournant avec une vitesse @ autour

ossadss 0 BWEL Y e pu Heu 04 Hsw
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d’un axe O, est articulé en A avec une tige AB .
La tige AB est solidaire d’'un curseur B pouvant

coulisser le long de 1’axe Ox . le bras et la tige
peuvent se croiser lorsque la tige passe par derriére

I’articulation enO. Sachant AB =L

et OA=R:

1/ trouver I’équation horaire du mouvement de B,

que

sachant que B passe en A4, autemps ¢ =0,

2/ a quel instants la vitesse s’annule-t-elle ?

A6 AaY ) e e B odie Jaicie 4B il
OA4 upadll (Say . Ox sl Job Je @Y 33U
Juaidl Gl 48 3 8 g 4 WLEy o) 4B
tOA=R s AB=L <13 .0

S A o We B AS al dgie 3l Adledl aadf /1
(=0 Gl e 4 B

P yull aaati cillaal o 3 /2

Exercice 4.21

Dans le plan (XOY) d’un repére (O,lf,j,/_(’) , un

point P se déplace sur un cercle de rayon R et de

centre I(R,0,0) :
A Pinstant? =0 , P se trouve en A(2R,0,0) et
posséde la vitesse positive V, (O,VO,O) .

On désigne par et @ les coordonnées polaires de P .

1/ Former I’équation polaire du cercle, en déduire son
équation cartésienne.

2/ Représenter sur la figure la base polaire (l_ir ,ﬁg)
de P . Calculer en fonction de @ et de ses dérivées

successives par rapport au temps les composantes
polaires des vecteurs vitesse Vv et d de P dans le

repére (O, u,,u, ,k) :

3/ Soit § D’abscisse curviligne de P (’origine est en
A).

* Donner I’expression de § en fonction de € .

* Représenter sur la figure la base intrinséque

(i iy ) de P.
e Calculer en fonction de @ et de ses dérivées

successives par rapport au temps les composantes de
Vyet d dans cette base.

* Calculer les composantes polaires de 2, et de ﬁN .
Retrouver dans ces conditions les composantes
polaires de V,et .

4/ On désigne par @ la vitesse angulaire de P, dont
on suppose dans tout ce qui suit qu’elle est constante.

ki Jis (0,7, 7,6) dded (XOY) e 3

T(R,0,0) WS 5 5 R W ki Cauais s e P
5 A(2R,0,0) & P g t=0 ilal) b
-V (0,7,0) A sal Aoyl (S
05 — P daphdl aldlayl o ey
leilbee zitind G fall dpdadl) Al S /1
LA\l
o P (id, 0, ) Akl s2eld) J2) e B /2
ool Ll i) L@lEae 5 0 ANy cwal
G P G gl 5 Vel elad i

(0.1, .y k) e

(A Glaal) P s dgaid daldl oSl /3

@ ANy s 3l dac)e

P (fy0,) A9 saeld) JSa) e B

ool Rl D giEide 5 O AN e
PNE DN RV S N7 A I G B KEN)

iy iy Ol GBS A caal o

Crftaadadl (45 5all Jag 3l 028 (8 pax (e 2n g @
L s v,

Gy P g el @ o ey /4
Al iy L S L e

A0 She o t ANy dac)e

5kl il B d 5V e pind e
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* Donner en fonction de?, les expressions de € puis .y 8 Bacld
de .
» En déduire les expressions de V et den fonction

de tde Vet d dans les bases polaire et de Frenet.

Q7
S
Y

N
e

A\y

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST




Mouvement dans le plan 85 4y glal) S jal)

Corrigés des exercices 4.14 2 21.4 214 A 14.4 (e )

Exercice 4.14 :

En intégrant nous obtenons les deux équations horaires :
v, =40 4t x=[(40 +at)dr = x =1t 420 +C,

v, =4t y=[4tdt = y=2t +C,

Les conditions initiales nous permettent de déterminer les deux constantes d ron
C.et C :

t=0, x=1,y=2= C =1, Cy =2
On obtient : x=t' 420 41, y=2t+2
D’ou I’équation de la trajectoire :

x=(+1), y=2( +1)

Q/
o
Exercice 4.15 : \,
1/ En intégrant deux fois de s 'té &btenons les deux équations horaires du

mouvement :

a, =-4sint=v, =4cost+v, , x=4sint+v, t+C,
a, =3cost :3/s'mr+voy , y=3sint+v, 1+C,
Les conditions initiales nous p tent d’obtenir les constantes d’intégration : v, ¢« v, ¢ C,
et C, :
-3, v=4 vy=0 =v, =0, Vi =0,C =0, Cy =0
Nous ob

v. =4cost , v, =3sint

x =4sint , y =-3cost

L’équation de la trajectoire est donc :

) X
x =4sint, y=-3cost = |—+—=1

La trajectoire est une ellipse.

. /2
2/ La vitesse au temps ¢ = ZS est:
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.2 TT V4 -
v=/v +v§ :>v:\/l6smzz+9cosz— =|v=3,53ms""

Exercice 4.16 :
L’équation horaire en coordonnées curviligne est s(t) =2¢*. Nous avons vu dans le

) ds . ds . )
cours que la vitesse estv = E Calculons cette vitesse : v = E =4t . Ceci nous informe que

les équations horaires x et y sont du second degré par rapport au temps. Partant de cela

=’ =(4a’ + B +4apit)+ (47’0 +W )
2

nous pouvons €crire :

x=at’ +ft+x, = v, =2at+f

y=712+§t+yO:>vy =2yt+0

Organisons cette derni¢re équation sous la forme :

v =(4a’ +4y° ) +(4aB +4y5) 1+ B2+

Nous avons trouvé précédemment v* = 4¢>

Par identification des deux équations précédentes, n

équations a trois inconnues : V4
(40 + 4}/2)1?—&) (1)

(4ap +4y0 _\; (2)
Vg & % 3)
De (3) onendéduit f=6=0 ,%ditions initiales on tire x, = -2 et y, =0.

/

at’ =2, y=yt’ —(4)

Reste a déterminer a et y.
Nous remplagij) dans I’équation de la trajectoire pour obtenir :
K y=(x+2)=3(ar’ —2+2) = y =3ar’ - (5)

On égalise eux équations (4) et (5) pour déduire la valeur de y :

enons un systéme de trois

Les deux équations horaires'sont d
X

. y=3at’ =yt’ =y =3a

De I’équation (1) on obtient : 4a> +4y* =4. Donc :
y =3a

2 2
5 5 :a:i\/:, 7/213\/:
da’ +4y° =4 5 5

Puisque I’abscisse curviligne s croit avec y , nous n’acceptons que les racines positives, et par

substitution dans 1’équation(4) on obtient:

/22 2
x= P2, y=3 )
5 YT
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Exercice 4.17 :

1/ Equation de la trajectoire : On ¢élimine le temps entre les équations horaires pour

. 1 o
obtenir y = f(x) Dt= Ex = |y = x> —2x|. La trajectoire est une parabole.

2/ La vitesse du mobile : On dérive le vecteur position par rapport au temps :
v. =2

v, =8t—4

=v= vi +v§ =|v= (81—4)2 +4 (ms’l)

3/ Accélération du mobile : En dérivant le vecteur vitesse par rapport au temp arrive

a, = dx=0 v
! =la=8ms?=C"
dvy g

q =—— =

Yooodt ‘ |

4/ L’accélération tangentielle est la dérivée du module a e par rapport au temps,

donc :

5/ Le rayon de courbur

¢liminant le temps entre les équations paramétriques, et cela en les élevant au carré

d’abord puis en les additionnant membre a membre, on obtient 1’équation de Ila

trajectoire|x” + y> = 4|. La trajectoire tracée par le mobile est un cercle de centreO et de

rayonR =2.

2/ Les deux composantes du vecteur accélération et le module du vecteur vitesse sont:

.t t ds i
v, =-sin= , v, =cos= ; V' =i+ v oV =1, v=—=lms’
2 2 dt
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VY . ds s ) )
3/ L’intégration du vecteur vitesse v = = conduit a I’équation horaire du mouvement en
t

coordonnées curvilignes : s = j vdt=>v=t+C
Et puisque au temps ¢ =0, s =0, donc C =0et I’équation horaire est .

4/ On dérive la vitesse par rapport au temps pour aboutir a I’accélération :

a, =—lcos£ s oa =—lsini ; |a’=al +a’ =0,25ms™
2 2 7 2 2 Y
Dans la base de Frenet :
aT=§=O , aNI\/az—a;:> aNZO,SmS_2
t

2
5/ Le rayon d courbure est: R = Y = E
Ay

6/ L’accélération angulaire est logiquement la dérivée de la vitesse angulaire par rapport

au temps : 6 = do =0,2t
dt

La vitesse angulaire est donc : @ = J.0,2t.dt > o=

Etpuisqu’a t =0, s =0, alors C =0 et la vitesse angulai9 |l =0,1¢|.

Nous pouvons a présent déduire la vitesse instaﬁtx 2 v=wR=0,1R> =|v=0,2¢
0

La vitesse atteint la valeur 10ms™ a l’ins/f,(nt Q(, =

En intégrant la vitesse angulaire, nous obtenons 1’angle balay¢, et de 1a on calcule la distance

1 1
parcourue : 6 =%t3 , S=RO= 0; 2.

Exercice 4.19 :
1/ Partant des différ pressions connues, on peut calculer le vecteur accélération du

mobile :

+ﬁg)

2/ Pour calculer I’angle (V,ﬁg) = o on fait appel aux propriétés du produit scalaire :

V.,

Vi, =V,.COS0 => COsa =
v,

On remplace v et v par leur expressions respectives :
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t
I Sy -
55 Ze”(u+u9)u6
— 0 —
cosa = = 1 — o
v, oy =cosa =—=1=|(V,ii,) =a =0| ; V//i,
——€ U, U,
b
=i, =0 ; uyu,=1, u,=

Ce résultat indique que v et i, sont colinéaires.

3/ Pour calculer le vecteur accélération, on dérive le vecteur vitesse par rapport au temps

(c’est ce qui a été démontrée dans le cours) :

i=(i-r6*)a, +(2:0+rd)a, :a:{;—‘; b

a= [—2;—02e b

cos,b’— =

Nous avons vu a la quest10n(2) que v , ont la méme direction, smt(v =vu ) ; de méme

=vui, ,donc i, et u, sont paralleles, ce qui nous permet d’écrire : i, =u,.u, .

u M .M
Remplagons maintenant i, da Ycos f =41
Uy
Ve -
EtpulsqueuTuN ,donc cos f=0= ,Bzgrad =alu,

ant sur la figure ci-dessous que I’abscisse instantanée du point M est

I’¢q oraire demandée, elle est égale a :
—_— _ ——\2
4B =(0B-0A)
AB* = OB* + 04® —2.04.0B.cos ot

> =x*+R*—2Rxcoswt < I} =x* +R? (sin2 wt +cos’ a)t) —2Rx cos wt

2 . . 172
I’ =(x—Rcosa)t) + R?sin’ ot = x:Rcosa)t+(L2—R2 sin’ a)t)

Nous pouvons nous assurer que x = R+ L quand w.t =0 .

2/ Instants ou la vitesse s’annule.
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Cherchons d’abord I’expression de la vitesse

) Rsin® wt
v=—=—Rw| sinwt +
dt

. 1/2
2(1* — R? sin? a)t)
La vitesse s’annule donc aux instants

. Rsin’ wt
—Rw| sin wt +

. Rsin’* wt
sin wt +

; ]/2=O:>a).
2(1? = R*sin a)t)

/
o
Exercice 4.21 :
1/ En regardant la figure on voit bien q —~OI = R* =R* +r* —2Rr.cos 6
Y
p u

)
,

\ 4
N)

=

Zﬁl

Donc I’équation polaire du cercle est : 7> =2R.r.cosd =
L’équation cartésienne du cercle est
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¥ =2Rcosd

r2:x2+y2

cosh =~ =[x*+)"-2Rx=0

2 2 X
x~ + =2R—
Y R

2/ La base polaire du point P est représentée sur la figure. Pour calculer les composantes
polaires de la vitesse et de 1’accélération nous partons de 1’expression du vecteur
position : 7 = OP =rii .

La premiere dérivée par rapport au temps nous donne I’expression du eur vitesse,
soit :
__dr _ . . -
V=—=7u, +rou,
dt
r =2Rcos@ =V =-2RO.sinbu_+2RO.cos b,
7 =-2ROsin 6

V = 2RO (—sin 0.i, + cos O.ii, )| — (1)

La dérivée seconde par rapport au temps nous @nd@ expression du vecteur accélération :

Zi—%—(r—r&z).ur+(2r9+r6?)u9 Q
r =2Rcosf *¥>
7 =—2ROsin @

= —2R(4§5sin9+492 cosé /

26°.cos 6 + 6.sin 49)17, + 2R(§.cos— 26 sin 49) ii,| > (2)

3/
* Expression de s_en fonction de 6 :
Nous rap s ici une propriété géométrique du cercle : Dans un cercle, les angles
qui interceptent le méme arc de cercle, celui dont le sommet est au centre du cercle
aut le double de I’angle ayant son sommet sur la circonférence de ce méme cercle.
r figure ci-dessous. Donc :

a=20] |s=AP=Ra=2R0

e Labaselocale (i1, ) de P estreprésentée sur la figure.
.Uy P gu

* Les composantes du vecteur vitesse sont : [V = v.ii, = 2R6.i, | — (3)

e Pour le vecteur accélération :

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Mouvement dans le plan 92 PP LAT N

a=ay,ta,
2
. Vv . L IR . IR .
dy ZEMN =4RO%i,|=>|d =4Ia€N92 Uy +2R0u, —)(4)
dv . -
a, =—1i; =2R0Ou.
T dt T T

Pour retrouver les expressions de la vitesse et de 1’accélération dans la base polaire il suffit

d’exprimer les vecteurs unitaires de la base locale en coordonnées polaires :

De la figure on en déduit :
i, =—cosbu, —sinb.u,
U, =—sin6u,_+cosbu,

En remplagant dans les équations (3) et (4) nous obtenons les équatio t ) obtenues

précédemment :

V = vii, =2R0.(—sin 0., +cos i, )| = (

Organisons cette dernicre équation:

a=-2R (2.92.0050 +0sin 0).ﬁr +2R (é cos® 6” sin 9)170 =(2)
®
4/ A présent la vitesse angulaire est constante. \
t:a=20=0t=

* L’angle @ balayé¢ par le point P ﬁ&

e L’expression de est: =2Rcoszt

« Expressions de la vitesse ‘et de Taccélération : On sait depuis le début que|d = —|.

2
Nous rem g% les expressions (1),(2),(3) et (4), 0 et 0 par leurs valeurs
respectives
c

données polaires : on remplace dans (1) et (2) :

- . ot wt
vV =Ro| —sin—.u, +cos—.u,
2 2

a= (—2Rw2.cos%tj.ﬁ, — (Ra)z.singtjﬁe

» En coordonnées propres (Frenet): On remplace dans (3) et (4) :

=R’ i,||V=Roii,
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D-IV/ MOUVEMENT DANS L’ESPACE

Pour étudier le mouvement d’un point matériel dans I’espace, et qui est caractérisé par
trois dimensions, on fait appel, en général, aux coordonnées cylindriques et aux coordonnées
sphériques.

1/ ETUDE DU MOUVEMENT EN COORDONNEES CYLINDRIQUES
(Al ghacdy) il aay L

+* Position du mobile : (figure 4.14)

< Lignedela  coordonnée algébrique z
| 2 .
coordonnée Z polaires Pet @ de sa

M,
Ligne de la ! a’ N<— lLignedela

coordonnée } P \ coordonnée P ,
O~ - '
_ | m Y
X/ @ P Lesr %zn‘[re les vecteurs de la base (i, 1,1, )
. . . abase (7, /,k)sont:
Fig 4.14 : Base des coordonnée
cylindriques \ i, =cosp.i +sing.;
i, =—singi +cosp.j| (4.39)

4
x/ i, =k

Le vecteur position s’écrit donc :
A\ OM =0Om +mM = p.ﬁp + 2z, (4.40)

oM =i.p.cosp+ j.psing+k.z (4.41)

®
L’étudiant peut remarquer 1’équivalence entre cette derniére expression et la relation
déja vue (6.3).
= Le déplacement élémentaire est donné par 1I’expression :

ds* =dp* + p*do* +dz* (4.42)

/7 . .
%* Vitesse du mobile :

Il suffit de dériver le vecteur position, exprimé en coordonnées cylindriques, par
rapport au temps, pour tomber sur le vecteur vitesse. Remarquons que le rayon polaire p
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est une fonction du temps. Le vecteur unitaire ﬁw est lui aussi variable avec le temps.

Seul 1, = k est constant.

L L dr__dp  di, _ d
r=pu,tzu, = vIr=E—=u,——+ p—L+iu —
dt dt dt “dt
du, du,
En se rappelant de la relation (4.25) relative aux dérivées de 7 et 7 nous
t t

pouvons écrire :

=pu,tppu,+zi,

v
Remarquons que la vitesse a trois composantes : radlale »%:: et

azimutale (172 ) .
Le module de la vitesse en coordonnées cylindriques est donnépa ssion :

v=Ap> +(pp) % (4.44)
**  Accélération du mobile :

En continuant ’opération de derl\’a
I’expression de I’ acceleratlon du moblle

r rapport au temps nous arrivons a

_ di,
a=——pu u +p(0u +p(0?+zu

En utilisant la notatlo de Newton, et en se rappelant de la relation (4.25), nous
obtenons I’expression fi I’ accele atlon exprimée en coordonnées cylindriques :

0.6’ ).ap +(pp+2.p9) i, + £, (4.45)

La‘méme expression peut étre écrite sous la forme :

Y

o o - L ld oL
\ R a=(p—p@ ).up+;5(p P) U, +Zu, (4.46)

Si z=0et p=R=C", réapparait alors la relation (31.4) de ’accélération du mouvement
circulaire uniforme.

Remarquons que ’accélération, comme la vitesse, a trois composantes : radiale (c@) ,

transversale (5 (p) et azimutale (ﬁz ) .
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2/ ETUDE DU MOUVEMENT EN COORDONNEES SPHERIQUES
(RS Gl &S ) A )

¢ Position du mobile : (Figure 4.15)
Dans ce systeme la position du mobile est définie par la relation :

r(t)

OM | 6(¢) OM =7 =ru, 4.47)
(1)
Rappelons les deux relations 4.17 et 4.18 entre les vecteurs de la base (i, 1, t ceux

delabase(i, ] k) :
ii, =sinf.cosp.i +sinf.sing.j +cosO.k
u

o ——SI@.i +cose.j

—_

iy =cosb.cosp.i +cosf.sing.j

I"
Z — ¢+ Ligne dela
7 A‘?
L 4

Ss 4

Ligne de la
coordonnée (» 4
I U,
O ) [
) \\ v
m \
\ Ligne de la
| coordonnée @
Fig 4.15: Base des coordonnées
A\ sphériques
" épkement ¢lémentaire est donné par la relation :
¢ 2 2 - 2 2
ds” =dr- +(rsinf.dp)” +(rd0) (4.48)

A L’étudiant ne doit pas apprendre les lettres mais leurs sens. Remarquez
que® =(0X,0m) et =(0OZ,0M) , mais vous pouvez trouver l’inverse

de cela dans d’autres références.

+ Vitesse du mobile :
Dérivons le vecteur position en coordonnées sphériques par rapport au temps :

VEF=ru, +ru
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Dérivons le vecteur , puis organisons la nouvelle expression pour obtenir a la
fin :

L‘l’, =0 Zcos@cosqp+}'cos€sin¢—/_€sin9 + @sinf —;.sin(p+}'cosgo

Upg M(P
. e S A .. -
Clest-a-dire : 4, =60, + @sinb,

Par remplacement on obtient I’expression finale de la vitesse en coordonnées
sphériques :

V=rii, +rOii, + (rsin0)p.i

@
Les trois composantes sphériques du vecteur vitesse apparaissent c@m
57 47, +7 »7=q « g)sme—d(/’*
v=v +v V=—u 7]
roe dt " dt | (4.49)
°

La base orthogonale directe est constituée %eurs (U, ,Ug,u,) qui dépendent de la
position du mobile, donc du temps. Elle.est.définie par les équations horaires 7(¢), 6(¢)
et@(¢), qui nous permettent d’arriver/ aux valeurs algébriquesv , v, et Yy des

composantes sphériques duvecteur vitesse et de 1a, la détermination du vecteur vitesse.

% Accélération d
En dérivant
vecteur accélération

A v .
\» =4 i, + (rsin )0, + reii, |

eur vitesse par rapport au temps, on arrive a I’expression du

dt dt

—= 4= 4= - [.2 2 2
—ar+a9+a(p<:>a—\/ar+a9+a¢

—

N}

Nous donnons ci apreés I’expression finale du vecteur accélération, 1’étudiant doit étre en
mesure de s’assurer du résultat :

i=F—-r6 —rg¢*.sin® )i, +

(r0 +27.0 —r.¢” sinf.cos 0)ai, + (4.50)

(r(.sin@ + 27.9.8in @ + 2r.9.0.cos O)u,
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La aussi, connaissant les équations horaires7(¢), @(f) et @(f) on arrive aux
expressions algébriquesa , a, et a, des composantes du vecteur accélération et par

conséquent a la détermination du vecteurd .

Exemple 4.9 :
Le mouvement d’un point matériel M est défini en coordonnées cylindriques par

les composantes du vecteur positionO—M et par [Dangle polaired tels
que OM =aii » T btk N O=ct’ ; sachant que a, b, ¢ sont des constantes positives.

1/ Calculer la vitesse et I’accélération en fonction du temps.

2/ Calculer le rayon de courbure apres un tour complet autour de I’axe O.

Réponse :
1/ Pour obtenir le vecteur vitesse on dérive le vecteur accélérati
dOM . d ,
d

di, - v=abi,+bk
—L + bk = _
dt O=ct* = 60=2ct

Le module du vecteur vitesse :

v=a

actii, + bk

En dérivant le vecteur vitesse Ngt le vecteur accélération :

av _d _ - d diy |
y :E :Ch(@bkyé y = 2acz(t.u9) =>y= 2ac[t.7: +u9.1}

y=2

Y gg] =7 :2ac[—t.2ct.ﬁp +ﬁ9] =y = 2a0[—2cf2-ﬁp +ﬁa]

Son module e,i&

» y =2ac\4c’tt +1

Calcul du rayon de courbure.
alculons d’abord la durée nécessaire pour que le mobile effectue un tour

9=27z=ct2:>t=\/§=‘/2—7[
c c

Remplagant ensuite le temps par son expression que nous venons de trouver dans
I’expression de 1’accélération normale et enfin, calculons le rayon de courbure :

Nous laissons a I’étudiant le soin de réaliser ce calcul de longue haleine pour
aboutir a la fin au résultat suivant :

compl
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v
R=— N 7N:‘,72_772" N

YN
y _dv _ 4a*c*t ;t;/ ﬂmn y _2ac\/16azc+b2
Tt /4a202t2 +h2 dr N /azcztz + B2

2 (4a2 22+b2)y
Ko == 2 4.6 22,4 0\ 0
Ay 2ac(16a°c’t’ +4c°b’t +b)

R( /27;]_ (87m c’t +b2 v
¢ ) 2ac(128a’cn +b2 1+167°
/ :

@&
/
A

<¢, y
Yy.
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EXERCICES

Kk ~' “] N

Exercice 4.22
On donne les équations du mouvement d’un point

M dans un repére (0, ;)Ll;) :

x=lbt2 , y=ct , z=§bt2
2 2

Ou b, ¢ sont des constantes positives.

1/ Trouver la vitesse et I’accélération ainsi que leurs
modules.

2/ Quelle est 1’équation de la trajectoire du point 7
qui représente la projection verticale du point mobile

M sur le plan XOY .

:22.4 (3 yadl)
pledl (& M Aple A AS jal Ol el
:(O,f,],lg)
x:lbz‘2 , y=ct , ZIEbt2
2 2

2oba e QWG 0,b Sa

Aagilishg g bl 5 de jull aa i /1
Ll Jici Al o Al b)) dalee & W /2

Exercice 4.23
Soit la trajectoire définie par :
F=i3cos2t+ j3sin2t +k.(87—4)

1/ Trouver le vecteur unitaire 7'
trajectoire.

2/ Si
déplagant sur C au temps ¢ , vérifier que dans ce cas

v=vT.

tangent a la

est le vecteur position d’un point se

:23.4 ()
e Gzl €l oS4
F=1.3cos2t+ j.3sin2t +k.(8 - 4)
el el T saal ) glad and /1
Al oda b of @3 ¢ 7 dall 4 C L)

v=vT

Exercice 4.24
Un point M décrit une hélice circulaire d’axe

oz .

Ses équations horaires sont :
X=Rcos@ ; y=Rsinf , z=h6
R est le rayon du cylindre de révolution sur lequel
est tracé I’hélice, /1 est une constante et € ’angle que

fait avec OX la projection OM' de OM
sur XOY .
1/ Donner en coordonnées cylindriques les

expressions de la vitesse et de I’accélération.

2/ Montrer que le vecteur vitesse fait avec le plan
XOY un angle constant.

3/ Montrer que le mouvement de rotation est
uniforme, que le vecteur accélération passe par 1’axe
du cylindre et est paralléle au plan XOY . Calculer le
rayon de courbure.

:24.4 (3 yadl)

$OZ saall Jsa o L sla ) jlue Al aus 53

1 Aia )l AV alas

Xx=Rcosf@ ; y=Rsin€ , z=ho

and gy ) o) sall Dl gla) hd Caad Jiey R
leriay Al g3 0 5 clh bl gle
. XOY Je OM 1 OM' Liw OX

do pull Sobe Al clilayL  Le) /1

.EJM\}
ao Al Ay ga deud plad ol gy 2
. XOY s ginsd)

gl O s el A9 sl AS Al o w3
6 suall Lﬁg_j\‘y\jajbku‘}f\ Jjuwwﬂtjuﬂ\

Exercice 4.25
Un mobile se déplace dans 1’espace suivant la loi :

X=Rcoswt ; y=Rsinwt , z=at
Ou @, @, R sont des constantes positives.

1/ soit m la projection de M dans le plan XOY :

:25.4 ()

SR Lgé}d.uaﬂ\‘éjé’);i«dﬁsa
xX=Rcoswt ; y=Rsinot , z=at

e Gl doa, o, R&s
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a/ Quelle est la nature de la trajectoire de 71 dans
le plan XOY 2

b/ Quelle est la nature du mouvement de m
suivant I’axe OZ ?

¢/ En déduire la nature de la trajectoire du

mobile M .
2/ dans le systeme des coordonnés cylindriques :

a/ écrire I’expression du vecteur position OM et

u_,u ,u

5ol )en un point M de

représenter la base (

I’espace.

b/ trouver la vitesse et ’accélération de M , ainsi
que leurs modules. Déterminer leurs directions puis
les représenter en un point de 1’espace.

d/ en déduire le rayon de courbure.

1 XOY s & M Live m (&4 1

$XOY Am s ala)

C0Z soal G5 m S g s le/a

M il s de g mii [z
140 sl Clflaay) dles &2

sclil S 5 OM gl ladi b )e il /)
sluadll o M Ak v (i1, 7,

Aaggibish 5 M g lal 5 depull sl [
celiaill (ya il die Laghia o Lagiiga 23a

celiaty) Hlad Caial i) [

Exercice 4.26
1/ A partir des expressions des vecteurs unitaires de

la base (17[ ﬁ , U, ) en coordonnées cartésienne,
s’assurer des expressions suivantes :
ue =—0ii, +¢. cosOu,
=0l + . sinfu,
ﬁ¢ = —(j)(sm O, +cosbli, )

2/ Montrer que D’accélération dans la base

(ﬁr,ﬁ(p,ﬁg) s’écrit :
a=(i-r0" —r¢’sin’ 0)i, +
+(r§ +270 — r¢y’ sin .cos Q)ﬁg +

+(rgpsin @+ 27¢.sin 0 + 2rfp cos 0)

:26.4 (' sail)

(u i, ue) sac zh\,ui Q\Jg; OAGM\ 1
—Hu + . cosé?u

:l

—Hua +@.sinfu,
ﬁq) = —go(sm O, +cos G.ﬁg)
1S (17,17, 17, ) 5228 b g ) of can [2
a=(i-r0" —r¢’sin’ 0)i, +

+(r§ +270 — r¢* sin .cos Q)ﬁg +

+(rgpsin @+ 27¢.sin 0 + 2rfp cos 0)

Exercice 4.27
Dans le systéme des coordonnées sphériques

(ﬁr U (p,ﬁg) , un point M se déplace sur la surface

d’une sphére de rayon R . Ses deux coordonnées
sphériques sont:
0=(0Z,0M =Erad , @=ot,
Avec @ constante positive.
1/ Partant de 1’expression du vecteur position en
coordonnées sphériques :
a/ trouver la vitesse et ’accélération de ce mobile

dans la base (ﬁr ’ﬁw Uy ) ,

b/ calculer les modules de la vitesse et de
I’accélération,

¢/ en déduire I’accélération normale.
2/ Partant cette fois de I’expression du vecteur
position en coordonnées cartésiennes :

a/ trouver la vitesse et 1’accélération dans la

:27.4 (3 yadl)
(7,17, )58 clilaay) il 8

Ll caal 5 S mbha Je M Ak A ol
(L g S alidlas) L R

0= (OZ OM)—gmd o=t

ca e Qb @ re
SHRY) b pmsd plad bl e WU /1
RPN

G oakal eagd e Ll 5 ey s )
‘(ﬁr,ﬁw,%)mm\

o Sl 5 de pudl gl sl /o

-l g lall mit [
o msall glad e (e d o2 WL [2
140 )l clilaay)

& (7.7.6) s g a5 e sl an )
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- - =

base (i ,J.k ) puis calculer de nouveau leurs modules

et vérifier qu’ils coincident avec les résultats de la
question 1/b,
3/ a/ Quelle est la trajectoire du pointM ? la
représenter qualitativement,

b/ Quelle est la nature du mouvement du
point M ?

il e Loghihi (o 2B 5 Logiiligh das (e ol
e/l Jsad)
Sl Jie § M Akl s L) /3

¢ M Akl A8 danh L [0
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Corrigés des exercices 4.22 a 4.27

Exercice 4.22 :
1/ Le vecteur vitesse :

7=

bPi + ct.]+%btz.l€

Ecrivons I’expression du vecteur position :

Pour obtenir le vecteur vitesse on doit dériver le vecteur position par rapport au

temps :

V=bti +ef+3btk| 5 |v=410(bt) +¢?
Dérivons le vecteur vitesse pour obtenir le vecteur accélération :
)'c'=ax=b,j}:ay20,é=az=3b @

d=bi+3bk| ; |a=2b
ps entre les deux équations

2/ Equation de la trajectoire du pointm : €éliminons le t

horaires x(t)ety(t) :

x= lbt2 = t=2—X s
b
@
Exercice 4.23 : X
ey . d
S eur vitesse v = —,

1/ Le vecteur tangentiel a la trajectoi 7
t

En coordonnées cartésie/r& le vecteur vitesse est donc :

ar i.6sin2t + j.6cos2 8.k

y=—=—
dt
Son module est égal a v

Le vecteur unitaire T-.tangent4 la trajectoire C est porté par le vecteur v :
vV 3. ,+.3 - . 4 -
7T=2=_Z5in2ti +>cos 2t.j +—k
, v 5 5 5
J
u

A
2/ Si exy r position du point M au temps ¢, alors v = = :
t

V= 10(—%sin 2ti +=cos2t.j +%l€j

36 +64= v =10m.s>

—i.6sin 2t + j.6cos2t +8.k = V = —i.6sin2¢ + j.6cos 2 + 8.k

Exercice 4.24 :
1/ Nous savons que le vecteur position en coordonnées cylindriques s’écrit :

OM =7 = pa, +zu,
Nous en déduisons le vecteur vitesse par dérivation :
dOM

" =pu,tpu,+zu,

Vv =

LMD1/SM_ST
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P=R=p=0
ii,, = 0, = |V = Rbii, + hbii,
z=ho
Le vecteur accélération est a son tour :
d2OM - . . .
a= 02 =v=R0O.ui, +ROU, +hOu,
dt
6=0 - —— —
. . |=>|a=—-RO U, +ROuU, +hOu,
U, =—0u,

2/ Le vecteur u, est parallele au plan OXY , donc I’angle que forme le vecteur vitesse
avec le plan OXY est égal a I’angle que fait le vecteur u,avec le plan OXY , e il est

indiqué sur la figure ci-dessous, en plus du fait que u, L u_.

<l

~|

N

"

ho ~~\_h
tan | v, 9) =Y =—Q: tan(v,ua) =—=Cte
v, RO R
3/Lem \&-en rotationnel uniforme, cela veut dire que 6 = @ = Cte et
Ro¥iin

a=-
Le vecte célération a est parallele a u ,, c'est-a-dire centripéte, ce qui confirme qu’il

pass ’axe du cylindre. u, appartient au plan OXY, et a est parallele & u,, ce qui

montre que I’accélération est paralléle au plan OXY .
Nous venons de démontrer que I’accélération est centripéte, donc :

2 2
Vo
y =— =—
ay, a
Rza)Z +h2a)2 R2 +h2
V=R | s ———, [r = ——,
Ro R
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Exercice 4.25 :
1/ a/ Le mouvement du point m s’effectue dans le plan XOY . Afin d’obtenir 1’équation

de la trajectoire de ce point, on ¢limine le temps entre les équations horaires x(t) et y(t).

Nous obtenons x* +* = R* qui est ’équation d’un cercle de centre (0,0) et de rayonR .

b/ Suivant I’axe OZ , I’équation de la trajectoire z = .t nous indique que le mouvement
est rectiligne uniforme verticalement.
¢/ La trajectoire du mobile est la composition du mouvement plan et du mouvement
vertical, il en résulte un mouvement hélicoidal.
2/ Dans le systeme de coordonnées cylindriques :
a/ Le vecteur positionest: ¥ =OM = pii, +zu, <7 =0OM =Ru, +zu,
b/ La vitesse et I’accélération du point M sont donc :

v—r—pu +pu +zu,

d = Rou, — —
=l|a =—-Rw u,l o,
=—@u,=—Rou,
L’angle que falt le vecteur vitesse avec le vecteuru reés'la figure ci-dessous, est :
v
tan f =% =
v, R
Quant a P’accélération elle est centrlpetc c'est-a-dire qu’elle est dirigée vers le centre

de la trajectoire circulaire.
¢/ Le rayon de courbure est :

- \>Q'

2 - 2 2 2
ay =a —a; =>a

R*.0* +b*

\/Rz.a)z (a)2 —1)—b2

;=R.&" +b’

| v
A\ |
i
P=R u,
@
‘ ~
P/ 3”
l N
0 - >
p/ Y
x/ 7B M
X/ ﬁp
Exercice 4.26 :

1/ Les expressions des vecteurs unitaires de la base(ﬁ,_,ﬁqg,ﬁg) en coordonnées

cartésiennes sont :
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ii. =sin@.cosg. +sinf.sing.j +cos 0.k
ii, = cos@.cos p.i +cos@.sing.] —sin 0.k
U, =—sin @i +cosp.]

Expression de la dérivée i :

zi'r =0 cos.cosp.i —@.sinf.sin@.i +0cosb.sing.] + ¢.sin6.cos @.j —Osin 0.k

i}'r = 0| cosO.cos p.i +cosb.sing.] —sin Ok |- @.sin6.| —sinp.i +.cosp.]

iiy Uy

u, =0, +.sinbu,

r

Expression de la dérivée ii, : ; )
ﬁg = Osinf.cos .0 —@.cosO.sin.i —OsinO.sing.j + ¢.cosd.cosy.j — O cos 0.k
ﬁg = 0| sin6.cos @i +sinf.sing.j +cos 0.k |+o. @in @i +.cosp.]

Uy

Expression de la dérivée i, :

y 4
ﬁ¢ =—p.cosp.i —@.sing.j = ziqj ==¢.| Cosp.i +@.sin (/’j] - (1)

Cette expression n’est pas définitive...
Retournons aux expressions de u# € . Multiplions la premiere par sin & et la seconde par
cos @ , nous obtenons :

ii,.sin @ = sin’ @.cos pd +sin” O.sinp.j +sin f.cos 0.k — (2)
ii,.cos @ =¢os” O.co f//cos2 f.sin ¢.j — cos f.sin 0k > (3)

Additionnons les de

Remplagons l}(te nt

2/ Démonstration de I’expression de 1’accélération en coordonnées sphériques :
ous partant de I’expression de la vitesse :

u, =—0u
°
4

xXpressions pour obtenir :

.sin@ +ii,.cos@ = cosp.i +sing.]

r

s I’expression (1) de ﬁqg, elle devient :

ii, = —¢.[sin 0., + cos 0ii, |

V =Fii, +7.0ii, +r.g.sin 0,
rivons la par rapport au temps :
d =idi, +rii, +7.0ii, +r.0ii, + r.0ii, + .¢.sin Oii, +r.$.sin 0.i, + r..0.cos O.i, + r.¢.sin O.ii,
Remplacons par leurs expressions trouvées en 1/ :
G =i, +7.| O, + ¢.sin Oii, | +7.0.i, +r.0ii, +r.0. -0ii, +p.cos O, |+
r.@.sinBii, +r.g.sinbii; + r.¢.0.cos 0. s Tr@.sin 9.[—gb.[sin 0.4, +cosbli, ]]

Développons puis ordonnons :
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a=|i-r0 —rg sin’ 0|, +i] 0, +¢sin0i, |+
| 7-p.5in 0 + 27 ¢.5in 0 + 2r.6.6.cos i, | i, +

[r.é +27.0 — r.¢” .sin 6 cos 49] 7P

Exercice 4.27 :
1/ En coordonnées sphériques le vecteur position s’écrit: 7 = OM =r.u

a/ Dans le méme systéme de coordonnées le vecteur vitesse s’écrit : v =7, +rii

r=R=Cte=r=0
ii, = 6ii, + ¢.sin O.ii
_ =1V = Rort 75
0=Cte=6=0
0 =0t = ¢=20t
Le vecteur accélération avec les mémes coordonnées s’écrit
vV =Rotu,
a =V = Rou, + Rotu, = d = Rou, + Ra)t.(—qo. sin + osé’u@]

ii, = —¢.[sin 0., + cos 0ii, |

a= \/(—R Y +(V3Ro') +(Ro)

= la, =2Ra&’t

AN @ mre s 4]
2/ }ﬁees cartésiennes le vecteur position est:

0 xi+y.j +z.k
®

. 1
= Rsinfcosp = ER cos ot

3

T ~
Rcoswt’ i +5Rs1na)2t.j +7R.k

y=Rsin9singo=%Rsina)t =|OM =7 =

3

z=Rcos@ =—R
2

1
2

a/ Les vecteurs vitesse et accélération dans la base (17,],1; ) sont :

V =F =—Rawtsinwt’* i + Rwt cos wt*.j

a=v= [—Ra)sin ot* — 2Rt cos ot ].17 + [Ra)cos ot® —2Rw’t’* sin ot ]]
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Les modules de la vitesse et de [’accélération sont :

v=Rwt| ; |a=Rw [1+4a)2t4J

Les deux modules de la vitesse et de I’accélération sont compatibles avec le résultat
de la question 1/b
3/ Trajectoire du point mobile :
x2 + y2 + ZZ — R2

1
2 2 2
=[x + =—R
Z:_\/ZER d 4

. L . R
Nous en concluons que ce point matériel M décrit un cercle de rayon; e § y

3 .. o ar o
centre (0, 0,§RJ . Quant au vecteur position, il décrit un cone de ‘ommet t dont le bord

est le cercle décrit.
4/ Nature du mouvement du point M : la trajectoir un cercle, le module de la
vitesse est constant et I’accélération tangentielle est co le mouvement est

circulaire uniformément accéléré.
24 P 4
@
Trajectoire

4

~v

Sphére
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E-1IV/ MOUVEMENT RELATIF
A v “ <J A “

rSd ~

1/ CHANGEMENT DE REPERE :

/ o . O r

** Introduction : Nous avons dit précédemment que 1’état de mouvement ou de repos
sont deux notions essentiellement relatives ; cela veut dire que chacun des états
dépend de la position du mobile vis-a-vis du corps pris comme référentiel.

Nous avons rapportés, tous les mouvements que nous avons ¢tudiés jusqu’a nt, a
un repere galiléen, c'est-a-dire au repos ou en mouvement rectiligne unifo

Dans ce qui suit nous allons répondre principalement aux questions sui

Lorsque deux mobiles sont liés & un méme repere, quelle de I’'un par

rapport a 1’autre ?
Quand est-il lorsque deux observateurs liés a deux reperes différents qui sont en
mouvement [’un par rapport a I’autre ?
La position, la trajectoire, la vitesse et I’accélérati u méme mobile varient selon le
repere choisi par I’observateur.
Exemple : Soit un point matériel collé sur la jante d’un e de bicyclette :
= Par rapport a un repere terrestre : le mouv t n’est pas uniforme et la trajectoire
est une suite de courbes appelées cycloi
= Par rapport a un repere lié a I’a &;oue le mouvement est uniforme et la
trajectoire est circulaire. %
Il est tres intéressant de connaitr omﬁzt ont reliées les observations enregistrées par

deux observateurs liés a deux reperes d1 I’un en mouvement par rapport a ’autre.

1/ VITESSE RELATIVE
Soient 4 et B, deux p%in
la présence d’un obse a

DEUX MOBILES :
érie{s en mouvement dans le repére OXYZ . On suppose
oint O . Figure 4.16.

~v

Fig 4.16: vitesse relative de deux mobiles

— dr
La vitesse de 4 par rapport a I’observateur O est V', = TA.
t

—

o . . = dr,,
Nous définissons sa vitesse par rapport & B comme étantV,, = i tel que :
t
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—_—
—_

Fup =BA=F,—Fy.

D’ou:
_ dr dr, dr, = =~ =
Vg = dAB = dA - dB >V =V,-V; (4.52)
t t t
. T UV = _’B
La vitesse de B par rapport a I’observateur O estl, = E

—

7 . . \ , > d]"BA
Nous définissons sa vitesse par rapport & A comme étant V', = 7 , tel que :
t

D’ou:
— dr, dr, dr = ==
dt dt dt
Remarquons que VA B = —VB 4> c'est-a-dire que la vitesse r rapport & B est égale

a la vitesse de B par rapport & A, mais les deux vitesses sont de’sens opposés .

On obtient les deux accélérations relatives des deux point riels mobiles en dérivant,
par rapport au temps, chacune des deux expressi “cl s vitesses relatives posées
précédemment :

dyp=—"=—"— d,, =d, —dg (4.54)

Gy, = Vs @‘%: Gy, =Gy —d, (4.55)
qued

dt

La aussi, il faut remarglx)xb, %Zz B4 cest-a-dire que les deux accélérations sont

¢gales mais de sens contraires.

Exemple 4.11 v
1/ Deu res A et B roulent dans deux voies d’une autoroute rectiligne avec les
110km.n~"

{oi
. A
vitesses res S
rapport a s les deux cas suivants :

et 90km.h™" . Déterminer le vecteur vitesse relative de 4 par
a/ les deux.voitures roulent dans la méme direction,

s deux voitures roulent en sens inverses.
s deux voitures roulent maintenant sur deux routes qui se coupent formant entre
elles un-angle de 30°. Déterminer le vecteur vitesse relative de B par rapport a 4.

Réponse :
1/ a/ La vitesse de la voiture A par rapport a la voiture B est: V,, =V, —V,. En

considérant € comme vecteur unitaire ; les deux vitesses sont paralléles et sont de méme sens
que € (figure 4.17-a-).

Donc : ¥, =V, —V, =1108 — 908 = |V, =208 = v ,, = 20km.h”"
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- VB
—_— 3V N +—
e, - e , R
>V, 27
(a) (b)
Fig 4.17

b/ Dans ce cas les vitesses sont paralléles mais de sens contraires (figure 4.17-b-) :

Vp =V, — ¥, =1108 — (-908) = |V ,, =200& = v, =200

2/ Vitesse relative de B par rapport a A lorsque les deux routes pent (voir

figure 4.17-c-) :
l/z
,Skm.h™'

ffit de calculer I’angle@ en

- - - (.22

/
Vg = (1102 +90? —2.110.90.0,87)1 ’

Pour déterminer la direction du vecteur vitesse relative v %

appliquant la loi des sinus :

.VBA = 'VB = |sina :V—Bsin3()° \ﬂa Zﬂ.0,520,82:> CZ=55,1°
sin30°  sina Vg 54,5

Cela veut dire que le passager a bordwu e A voit la voiture B rouler a sa gauche sous
un angle de55,1° (d’aprés la_figure 4.17—c-) et a la vitesse de54,5km.h™". Quant au
passager a bord de la voit il voit la voiture A rouler a sa droite avec la vitesse

de54,5km.h™" , mais sous un gle de 1 O—(30°+55,1°):94,9°.

Nous venons
mobile, les de
observateurs
Nous allons essa

voir comment calculer la vitesse d’un mobile par rapport a un autre
obiles ¢tant liés au méme repére. Mais quand est-il lorsque deux
a deux reperes différents, I’'un en mouvement par rapport a 1’autre ?
répondre, dans ce qui suit, a cette question.

C ENTIONS ET SYMBOLES :

onsidérons les deux reperes (Ra) R (Rr) et deux observateurs chacun d’eux

étant lie a I’un des deux reperes. Figure 4.18.
Ra : Repere absolu ((3lkall alra) que nous considérons fixe.
R : Repere relatif{ il alaall) en mouvement par rapport a Ra .

M : Point matériel en mouvement par rapport aux deux reperes. .
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Z“
p
(Ra) P Y’
A " 7" Rr)
@) a

Fig 4.18: les repéres absolu et relatif

Chaque observateur enregistre ses observations. Nous conmg@% le tableau

suivant ces résultats :
Observateur Dans le repére (Ra) Qudle repere Rr

—

i,],k invariants dans

Position 7 =OM 7'z AM
La vitesse . dr P 4 o dar
TN Y

L’accélération . d\' . _dv
a, =—-=
t dt

Remarque importante : No
dire que les deux observate
pas du mouvement. Cela pa
contraire. Cette supposition n

ons supposé dans notre étude précédente que £ =1¢', c'est-a-
le/pl{éme temps ; cela veut dire que le temps ne dépend
t a fait raisonnable, mais I’expérience peut prouver le

rapport a la céléritéde | e, et ¢’est cela que nous considérerons dans tout ce qui suit.
% Relation entre ositions :
1 e 4.18, on peut voir :
. (OM = 04+ 4| (4.56)

xi+y.J +zk =(x, 0 +y,.J +ZA.]€) + (x'.7'+ Y.+ Z'.E')

oM 04 ViT;

“ Relation entre les vitesses :
En dérivant la relation (56.4) par rapport au temps, on obtient la relation entre les
différentes vitesses :

dOM _ dOA  di’

' vdj' 'dl_f" _-'vdx' _-'vdy' *'dZ'
+x +y'—+z + + +k
dt dt dt dt dt dt dt dt
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dOM _dOA . di' . di' . dk' -dx'  =dy' - dz'

= +x +y'—+z + + +k
dt dt dt dt_ " dt, _di " di dt| (457
v, v, v,

—

V_ . La vitesse absolue ( 4ilkall s i ) : c’est la vitesse de M par rapport au repére (Ra) .

a

V,  Vitesse d’entrainement (s 4= ) : c’est la vitesse du repere mobile(Rr) o@ apport

au repere absolu fixe (Ra) , qu’on peut considérer aussi comme étant la Vitess§bs 2V

olue v, du
mobile M dans (Ra) si les coordonnées de M dans(Rr) sont constantes, c'est<a-dire si M
est fixe par rapport a (Rr) tV. = 0= v, =V,

V : Vitesse relative ( duadl 4 pud) ), c’est la vitesse du point M par rapport au repére(Rr) :
Nous pouvons la considérer comme étant la vitesse absoluev,.d eM dans(Ra ) si le

a
La relation qui lie les trois vitesses et qu’on appelle 1 composition des vitesses est :

(4.58)

Le vecteur de la vitesse absolue est. € a la somme des vecteurs de la vitesse
d’entrainement et celui de la vitesse relative.
Remarques :
= Si (Ra)et (Rr sont S lépar rapport 2 l’autre(ﬁe :0), alors les deux
n

observateurs e istrent’les mémes vitesses, donc les mémes trajectoires bien que les
vecteurs tion soie tdifférents(OM # OA).

" Si st ouvement de translation (quel soit uniforme ou non) par rapport au
re a) tels quei ', 7', k"' soient constants, alors V, est indépendante de M .
P q J e p
®

% Relation entre les accélérations :
En ordonnant apres avoir dérivé par rapport au temps ’expression (4.57) on
obtient la relation entre les différentes accélérations par rapport aux deux reperes :
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__d*OM _dv, |d*o4 4%, d*j . d*k'| .
4y = 2 - Xty e |
dt dt dt dt dt dt
L dx Ldy - dRe
Hi e+ g —a, 4.59
| ar v dt’ (*4:59)
19 dx f’l N dy gl] N dz .czik S,
| dr dt dt

a, : accélération absolue ((3thall g jludl) : c’est I’accélération de M par rappo%

repére(Ra) )
a : accélération relative( il £ judll) : c’est I’accélération de M ort au
repere (Rr) .

d, : accélération d’entrainement(Lad g Jlud) : c’est "accélér epere (Rr) par rapport
au repére(Ra) )
Zlc . accé€lération de Coriolis(uuslgiigs £ bud) @ Clest accélération complémentaire

appelée accélération de Coriolis en mémoire a so@eur (Gaspard Coriolis 1792-1843) qui
I’a établie en 1832.

I.’accélération de Coriolis s’annu dan& suivants :

d' _dy' _dz' _- . _=
= SiMestﬁxeparrappo@‘)gr)Z:y::():>aC:()

dt dt dt

= Silerepére (Rr) translation (méme variée) par rapport au repere (Ra) :

ks
=22 =0=a="—1
dt dt

IS}
Q

1

Exemple 4.12 : Des flocons de neige tombent verticalement avec une vitesse de 8ms~
Avec quelle vitesse ces flocons frappent-ils le pare-brise d’une voiture roulant avec une

vitesse de 50km.h " .

Réponse :
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Ve:Vitesse de la voiture par rapport au sol, ¢’est a dire la vitesse d’entrainement.

v, Vitesse des flocons par rapport au sol, ¢’est a dire la vitesse absolue.

v :Vitesse des flocons par rapport & la voiture, ¢’est a dire la vitesse relative.
Sur la figure 4.19 on peut voir:

Va:Ve+Vr :> VrZVQ_Ve ,‘ Vr:Va+(_Ve)

Transformons la vitesse de la voiture: 50 k™! = 13,9ms_1
Passons a 1’application numérique:

Fig 4.19

—(,24.2\? _ -
v, = (va +ve) v, =16ms

Pour déterminer la direction du vecteur de la vitesse relative on doit calculer la tangente de I’angle ¢«

ga=e =174 @ =60,
1%

Cela veut dire que les flocons de ngige tombent avec la vitesse de 1675~ Sous un angl
a =60,1°

Exemple 4.13 : Un bateau prend la mer en direction du Nord 60° t(N 60°O) ala
aQJJI

vitesse de 4km.h~" par rapport a ’eau. La direction du couran que le mouvement

résultant par rapport a la terre s’effectue dans la direction de uest a la vitesse deSkm.h™".

Réponse : La premicre des choses a faire est de esiner la figure 4.20. Sans dessin rien

ne peut étre tenté pour résoudre 1’exercice. ¢
Si I’énoncé a été bien compris, il faut cal Na, module et la direction du vecteur de la
vitesse d’entrainement. A,

—

V4 : La vitesse absolue, c'est-a-di

—_

Ve : la vitesse d’entrainement, c'est-a-

vitesse du bateau par rapport au sol.
¢ la vitesse du courant d’eau par rapport au sol.

v :la vitesse relative, ¢'est-a-dire la vitesse du bateau par rapport a I’eau de mer.

N
14 60¢
(\) vef] ¢ 3¢
A\ 0 = E
Ve ™
y ~ov
S
° Fig 4.20

Partant.de la figure 4.20 et de la loi de composition des vitesses, nous pouvons écrire :
v, =v,tv. =>v, =v —v,

[, 2,2 o712
v, —[va +v,7-2v, .v,.cos30 ]

Application numérique : |V, = 2,52km.h”!

Pour déterminer la direction de Ve il est nécessaire de calculer ’angle o en faisant appel a la
loi des sinus :
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\% 1%

r —_— e

sina sin30°

: v, .
= |sina =—L.sina
1%

e

; sina=0,4=|a =23,6°

Cela veut dire que la direction du vecteur de la vitesse de 1’eau de mer par rapport a le sol
fait un angle de 23, 6° avec 1’axe Ouest Est vers le Sud soit 023.6°S .

4/ CAS DU MOUVEMENT DE ROTATION:
«» Relation entre les vitesses :

*

Nous pouvons considérer la vitesse angulaire comme étant une

ndeur
vectorielle, telle que sa direction soit orthogonale au plan du mouvement et s
est défini par la régle de la main droite ( ou toute autre régle corresponda ui indique
le sens du vecteur résultant du produit vectoriel.

D’apres la figure 4.21 nous pouvons écrire :
R=rsina
Sachant que v=w.R

Donc v=wRsina
Dés lors nous pouvons écrire :
L_dr_ .
v=7=a)/\r<:>v= (4.60)
t

Il est donc justifié d’écrire : @

Sur la figure (4.22), considérons e/1$
Pobservateur O' 1ié au repére R' . Les. de

sans translation, 1’un par rapport a I’autre.

4

ateurs : I’observateur O 1ié au repére R et

ux observateurs sont en mouvement de rotation,

@”m

X!
Fig 4.21: Le vecteur de la vitesse de rotation Fig 4.22: Deux référentiels en
mouvement de rotation uniforme
relatif

Chaque observateur voit le repere de 1’autre observateur tourner avec une vitesse
angulaire @ .

Pour I’observateur O 1ié au repere OXYZ , la vitesse du point matériel M est la
dérivée de I’expression du vecteur position :

A.FIZAZ1
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. dx - d dz

r= z+y]+zk:>v =— +y]+_k 4.61)

dt dt dt

Pour I’observateur Q' 1ié au repére OX 'Y 'Z"' (remarquez que les deux repéres ont la

méme origine, c'est-a-dire Q' confondu avec O ), la vitesse du point matériel M est la
dérivée de son vecteur position, soit :

'

B s R 462)
a at” dt

Pour I’observateurO, le repere OX'Y'Z' tourne, donc les vecteurs unitairesi.', j',k'
'

=F=x' iy k=P =

changent de direction a chaque instant. Cet observateur écrit donc par rapport au r

R PR SN S A AP
dt  dt dt dt dt dt

D’autre part les extrémités des vecteurs unitairesi ', j',k'

mouvement

circulaire uniforme par rapport a I’observateur O avec une vitesse angulaire @ . En d’autre
=

terme le rapport7 représente la vitesse d’un point situé.a istance égale a ’unité de O
t

et se déplace avec un mouvement circulaire uniforme a la angulaire @ .

Par analogie avec 1’équation(60.4) , nous pouvons 'cr"e :
di' dj' zQ k' . -
—=AAI" L ] ; —=onk'
dt dt
De I’équation(63.4) nous pouvons écrire
' d;' d] &) ' '
x'\—+y.—=—+z ——a)/\xz y]+a)/\zk
dt dt dt
= ]
e D ARG ey e
dt dt
Z’v d_-’v ' L
—+y'i+z —=ONF (4.64)
A\ dt " dt " dr
En remplagant daysl’équation(63.4) , nous obtenons :
@
VSV +DAF (4.65)

Cette derniére expression exprime la relation entre les vitesses du point M , mesurées par
les deux observateurs qui sont en mouvement relatif de rotation.

= La vitesse de rotation instantanée :

Nous avons vu que @=am.k. Si @ est variable avec le temps, alors

@(t) = w(t).k représente la vitesse de rotation instantanée. Pour discerner la vitesse
angulaire constante dans le mouvement circulaire uniforme de la vitesse de rotation

instantanée, on note cette derniére conventionnellement par €2(¢) .
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9,

¢ Relation entre les accélérations :

Pour arriver a la relation qui entre les différentes accélérations nous allons suivre
la méme méthode que celle des vitesses.
L’accélération du mobile M mesurée par 1’observateur O par rapport au repére

OXYZ est:

- _dv, -dv, -dv, -dv
. + ]. +k.
dtdt dt dt

L’accélération du mobile M mesurée par I’observateur Q' par rapport au
repére OX 'Y'Z"', sans considérer la rotation, est :

ar=i'.—= + J'.
dt d
En dérivant I’expression 4.65, en rappelant quea) est co stante, nous

obtenons :

(4.66)
Puisque :
d;” = dvx' By dVy' 7 '/ vd_i vd}.' vd]_{"
Donc : =i+ " +k v+, +v,
dt dt dt V dt dt dt
De la méme fagon que nous avo& CQJ ¢quation 4.64 , nous arrivons a :
=, dv, dv av,' _— -
i —+N> +k'. =AY
d dt
, N dk' -
Nous avons aussi : vy +v, =a
dt dt
D’ou:
dv, _~ . -
“=a, +d AV 4.67)
g] dt
dr _—_~ . -
. E—va—vr+a)/\v (4.68)
Tel que :
-~ - dr = - = -
a)/\vaZa)/\—:a)/\(vr+a)/\r)
dt
— dr - - = = -
a)/\7=a)/\vr+a)/\(a)/\r) (4.69)
t

Par substitution des résultas 4.67 et 4.68 dans 1’équation 4.69 on obtient en fin de
compte 1’équation 4.70 qui nous donne la relation entre les différentes accélérations du
mobile M mesurées par les deux observateurs O etQ', lesquels sont en mouvement relatif
de rotation uniforme.
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o e
= r+a)/\—:>aazar+2a)/\vr+a)/\(a)/\r) (4.70)

Le terme2@ AV  s’appelle accélération de Coriolis, et le termea)/\(a)/\r)

représente une accélération centripete.

Ces deux accélérations ( Coriolis et centripete) résultent du mouvement relatif de
rotation des deux observateurs.

Ces deux accélérations se manifestent au cours du mouvement de rotation des vents et
des cyclones (photo4.1), et méme dans 1’eau qui est absorbée par le siphon du lavabo par
exemple. Le mouvement de rotation apparait clairement, son sens varie selon gion du
globe terrestre ou a lieu I’événement. Dans 1’hémisphere nord la rotation s’effectue dans le
sens contraire des aiguilles d’'une montre, par contre dans 1’hémisphére. su de la
rotation se fait dans le sens des aiguilles d’une montre. Figure 4.23 X
! X

Dans | ‘hémisphére sud du globe Qre nord du globe
Fig 4.23: Sens de rotation d’un c&ty e tornade Photo 4.1
Nous cloturons ce chapitre. en s1g lant le cas du mouvement de rotation non

uniforme.
En revenant a [’expressi 9,I’ acceleratlon d’entrainement est :

dz* drj o dk
di ty—5tz—
dt dt
&é nous pouvons écrire :
+

a, = t—Art+t—Ar0
dr>  dt dt
ey
dOA do
a + — AF*rOANlOAF 4.71
©dr dt (@~7) “.71)

Observons que 1’accélération d’entrainement renferme trois termes :
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d’04 . N .
i : accélération du mouvement de translation de I’origine A du référentiel (Rr) par
t
rapport au repere absolu (Ra ) ,

do
—— A 7' : accélération résultant de la non uniformité de la rotation de (Rr ) par rapport au

dt

référentiel (Ra) , c'est-a-dire résultant de I’accélération angulaire du référentiel (Rr ) ,

@ AT :accélération centripéte dirigée vers ’axe de rotation.

CONCLUSION : en introduisant le vecteur de rotation @ les deux lois de co
des vitesses et des accélérations, dans le cas général, prennent les formes r

B= g+ \7€<:>d0M=dAM L dOA_l_# 4.72)
dt dt dt
5,—J 5'/_J
a r x V

Y VLY 257 g A
dOM _d AM 55 n5, +[d 04 w,/\AM+a_j/\(a_)/\AM)j 4.73)
L S i J
/\ -
N\
@
Univ-BECHAR LMD1/SM_ST
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EXERCICES

%k sk .

Exercice 4.28

En roulant sous la pluie & 100km.A~" sur une route
plane, un conducteur remarque que les gouttes de
pluie ont, vues a travers les vitres latérales de sa
voiture, des trajectoires qui font un angle de 80° avec
la verticale. Ayant arrété sa voiture, il remarque que la
pluie tombe en fait verticalement. Calculer la vitesse
de la pluie par rapport a la voiture immobile et par

rapport & la voiture se déplagant a 100km.h~"

28.4 (p sl

¢ shae Giyb o 100kmAT = sw s
e ol Lo Ohadl o phaal o @ aay
80° Réj\)‘l\ @.\.a.a S s el il @.a‘)ﬂ\ C\A‘)S\
Lig shdl o gl e i W LJEE)
5 Adgie 3oLl Ll Hhaal) de ju caal LUWELE
J00kmh™ — s & 55 lall Al

Exercice 4.29

On laisse tomber d’un immeuble de hauteur /2 une
bille sans vitesse initiale. La chute de celle-ci
s’effectue a la verticale selon un mouvement
uniformément accéléré d’accélération g .

1/ Quelle est la trajectoire de la bille dans un
référentiel li¢ a une voiture se déplacant suivant un

mouvement rectiligne et uniforme de vitesse V et
passant a la verticale de chute au moment du lacher ?
2/ Quelle est la trajectoire de la bille dans le méme
référentiel si on admet que la voiture entame au
moment du lacher et a partir de la verticale de chute

un mouvement rectiligne uniformément accéléré
d’accélération d, ?
cas la

(représenter  dans

demandée).

chaque trajectoire

29.4 (i pal

G bid LS W b Leli) Al el e
Ay JALN Biy o lehsie AP e
- g g Jluiy planil de jluiia

Ol B by i ye g e (48D e 2 L /]
bl J 8Ly Sl 5V Ae juy daliiie dagiiie AS jan
¢3, KU o 5 ddaal

RSP SP v R PN (g N Ay )
Gty i 4y &) & 5o ddaad Goldl o L gl
€, 5 iy Uil e jludie Lafinea 35 jay

(st Jled Alla S b i)

Exercice 4.30
On considére dans le repére fixe OXY  le systéme
de deux axes Oxy mobiles tel que I’axe Ox forme

I’angle @ avec ’axe OX . Un point matériel M se
déplace sur 1’axe Ox

parr = OM . Calculer :
1/ 1a vitesse et 1’accélération relatives du point,
2/ la vitesse et I’accélération d’entrainement,

, sa position est définie

30.4 (p ol
Oxy (nosse daa OXY il (g pindl 8 e
g 0 W3 Or sed Kb e oS
Ox Hedl Je M ok ddhs & o . 0X el
tcwal. r ZOM — A e &
M Adall Gl & ludll 5 de jull /1
sw_);j\t_)uja.c_)u/z

3/ I’accélération coriolis. coal g S el [3
S J
4/ En déduire la vitesse et [’accélération du el Ll % 1 t /
point M dans les coordonnées polaires M e ) 3 4= gl /4
| kel cldlaayy
Exercice 4.31 31.4 (i pad

Dans le plan XOY , une droite OX 'tourne autour
de laxe OZ avec une vitesse angulaire @ = 0
constante. Un mobile M (OM = r) se déplace sur la
droite OX ' d'un mouvement rectiligne uniformément
accéléré d’accélérationa. A l'instant initial M se
trouve en M, au repos, puis s'éloigne de O .

1/Déterminer les expressions littérales vectorielles

s OX'afis Hen ¢ XOY Gsindl 8
Jiy .o=60 Wb L) depwm OZ Hmdl
Siny OX'afisd e M (OM =7)d i
Ay el 8 Lgp jldy AUaul 3 daifine
O00e iy o fudla A M| Gag M
il cile yull Aol 38 ) &bl e /1
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des vitesses relative, d'entrainement et absolue de M .

Déterminer les expressions littérales donnant la
norme et la direction du vecteur vitesse absolue du
point M .

2/ Si l'axe OX' est confondu avec l'axe OX a
l'instant initial, calculer les coordonnées du point M
a la date? = 3 . Dessiner les trois vecteurs vitesses a
cette date.

3/ Déterminer les expressions littérales vectorielles
dans une base polaire des accélérations relative,
d'entrainement et de Coriolis de M .

Déterminer les expressions littérales donnant la
norme et la direction du vecteur accélération absolue
du point M .

Dessiner ces vecteurs accélérations a t =3s.

. _ _ 2
Données: OM, =lcm; a=2cms " ;

LM Ak 5 A

5 (320) Jhae aad AN 48 all Gl e
M Akall ddhd) de ) g lad dga

OX_)JMK\ ‘;c LB.\.EA.A OX")JMS‘ Q\S \'J‘\ /2
G M Ak Gl el dgagy) dball 4
.t =35 akal)

M Adaal) o3 8 D) de yudl dadl au

Bacld 8 deledd 4l el e /3
Ouls S 5 o) ) cle Ll dudadl) cilaadl
M A

5 (3230) Jhme aad AN 48 all Gl fe
M 3l slladl) g jlall o lad dga

M e e ) dadl s

ca=2cms> OM, =lecm :Zllaxd
. T 1
=2l == S _ T _
=0 Srad.s . a)=9=gmd.s]
Exercice 4.32 32.4 (ppal
Un disque circulaire de centre 4 et de rayon R roule NECEE 5 XOY s
: i ) (GYA O™ Loy ) s sl A
sans glisser sur laxe OX avec une vitesse

angulaire @ constante. Au départ ¢ =0 , un point M
de la circonférence coincide avec I’origine O .

1/ Quelles sont les coordonnées du point M au
temps? en fonction de@,R et ¢ ? En déduire la
nature de la trajectoire.

2/ Calculer la vitesse absolue et la vitesse relative en
précisant leurs directions par rapport a I’axe OX .

3/ A partir des expression des vecteurs de la vitesse

absolue et la vitesse relative, vérifier la norme et la
direction du vecteur vitesse d’entrainement.

Sledo S, 5 R okl caal gy paf
¢ 1=0 Ll 4o Ab L) de jum OX s
L0 e pa il ane g0 M Akl (Sl

Ay ¢ oAl b M dkd ) 4 L /]
¢ ld) daihs it €4 5 @, R

ey s A deull 5 dalhall de )l 2
N 0), GET SN EWKFRDVE:FEN

5 Adlhd) Aoyl eled Sole e WU /3
oall e juden 5 Aysh (e B Al

N

Y )
/
R
A

L ]
0 '

Exercice 4.33 33.4 (i pad
Dans le plan XOY , une droite tourne autour de ie yu OZ Jsn aifiss 554 « XOY (5 sunn
OZ avec une vitesse constante @ = 0. . ) = 9 s
Un point mobile M (OM = r) se déplace sur la e 1€ ( OM = r) M ik e t

e = J&

droite OX 'suivant la loi :
r=r, (cos @t +sin a)t) avec 7, = cte.
1/ Déterminer a ’instant ¢ en fonction de , et , la

vitesse relative et la vitesse d’entrainement de M par

10 (385 OX ' il
y =cte s r:r()(cosa)t+sina)t)
Gl Aol (5 o AN £AkAl) s /]
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leurs projections dans le repére mobile X 'O'Y"'. En
déduire la vitesse absolue exprimée dans cette méme
base de projection, et montrer que le module de celui-
ci est constant.

2/ Déterminer a I’instant Zen fonction de | et@,

I’accélération relative 1’accélération d’entrainement et
M par
projections dans le repére mobile X 'O'Y"'. En
déduire D’accélération absolue exprimée dans cette

méme base de projection, et montrer que le module de
celle-ci est constant.

I’accélération complémentaire de leurs

L 5 Lghiew M ) .

L@AGJM\MM\AL)J\C_\M\X'O'Y"AM\
.Mubjh“éuu\uujc.bm\g\ BJQGL).&SJQ’J

gokd (o 5, ANy fdkall B o2s 2

M 1 Ll g plall 5 ol gl ol
cid X0V dpaid el b Lelliul
5 L) sl i 8 die el Gl gLl

Al e 328 o o

Exercice 4.34

Une mouche M se déplace sur D’aiguille des
secondes d’une montre accrochée a un mur vertical
avec un mouvement uniforme de vitesse V. La

mouche part du point (a Dlinstant # =0 pour

atteindre I’extrémité de I’aiguille de longueur 20cm
une minute plus tard.

1/ Ecrire les expressions de la vitesse Vv, et de

I’accélération c_iM de M dans la base mobile

(ﬁr LUy ) associée a la mouche.

2/ Calculer les coordonnées 6,,,X,,,V, de la

instants 0s,15s,30s,45s,60s .

Dessiner la trajectoire sur le mur.
3/ Représenter sur la trajectoire le vecteur vitesse

mouche aux

V,, au tempst =45s et le vecteur accélération d,,

au temps ¢ = 60s .

34.4 (ppad

e e delud J A el e M ALy JEs
AL Gt vl ju dabiie A4S ay ga5ee i
daal g A8dy aay Jail 7= 04ddaall 3 bi.ksﬂ\ e
:20cm Al sk 3 el s Y

MG, g, i e Sl /1
A Adas e (i, 17, ) S el saclll 8

0,,%, >V, <y sl 2
Se (mj .0s,155,30s,45s,60s sl
. lasl)

aaalll 4y, e jull plas Jladl o i /3
.t =605 alaall) = ﬁMtJLuﬂl\ gl g r=45

Gl

Exercice 4.35

Dans le planOXY , un cercle de rayonR, de
diamétre OA , tourne a la vitesse angulaire constante
@ autour du point O. On lie a son centre mobile

O'deux axes rectangulaires O'X'Y' (laxe
O' X' est dirigé suivant OA).
A Dlinstant =0, A est sr OX, OXet

OX ' étant colinéaires.

Un point M , initialement en A, parcourt la
circonférence dans le sens positif avec la méme
vitesse angulaire @ .

1/ Calculer directement les composantes des vecteurs
vitesse et accélération de M dans le repére OXY (en

dérivant les composantes de OM ).

2/ Calculer les composantes de la vitesse et de
laccélération relatives de M dans le repére
O' XY 'puis dans OXY .

3/ a/ Calculer les composantes de la vitesse
d’entrainement dans le repére OXY par la loi de
composition des vitesses.

b/ Calculer de méme les composantes de
’accélération d’entrainement dans le repére OXY ;
en déduire I’accélération complémentaire (Coriolis).

35.4 (p oyl

Rojki Cami Gmf s cOXY siad b
L0akhil) Jes @ &l L) de s OA L
(R sne 0' & il o S o s
(04354550 O'X' Hndl ) O'X'Y' (il

s OX ‘OXLAQ & A o =04k @
Ll e g OX
.a):\.u\)l\ h\)&d\wﬁ.ﬂu}ﬂ\ blaj\y“éﬁ

5 deu elad ASHe du8le cwal /]
(OM s o i) OXY sl 4 Mg L

M 2 Gl g Ll g de ) SIS je aal 2
LOXY S8 0'X'Y ' alad) 4

OXY alad)l & )l de o S jo ual /1 /3
RCTVSEWA R0 L DO

ool gl alSie dWdh el fo
(o 2 5S) aaSil) & Ll mitind ¢ OXY plaal)

Al gold 5 el de e GlS e Ge U /4
D s gl aads Sl el Jlasiuly Ll
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4/ vérifier les expressions des composantes de la
vitesse d’entrainement et celle de [’accélération
complémentaire en utilisant les expressions faisant

intervenir le vecteur rotation @ .
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Corrigés des exercices de 4.28 a 4.35 4.35 A 4.28 (pa o lall

Exercice 4.28 :
Soitv, la vitesse de précipitation de la pluie par rapport au sol, v la vitesse de la pluie par

rapport au véhicule etv, la vitesse de la voiture par rapport au sol :

Représentons les trois vecteurs puis appliquons la loi des sinus:
La vitesse de précipitation de la pluie par rapport & la voiture au repos est:

1 o
Vo __ Y, _sinl0

=|v, =— v,
sin10° sin90° sin 90°

La vitesse de précipitation de la pluie par rapport a la voiture en mouvement

; v, = 17,4km.h™"

est:
'v’ = ‘Ve =|v, :@ﬂve ;v =117kmh"
sin90°  sin80° sin 80°
Exercice 4.29 :
1/ I’équation horaire de la chute de la balle par ort. au repere fixe est:

2= g +h (1)

La distance parcourue par la voiture avec une vitesse constante au cours de la duréez
est:x'=vt —(2) N

@ure et qui est la méme que la hauteur z

Par élimination du temps entre les équations horaires (1) et(2) on obtient I’équation de la

z'est la hauteur dans le repere mobile li
mesurée dans le repere fixez . A

trajectoire de la balle par rapport au repére mobile :
x' . .
t=—=|z= - '% : la trajectoire est une parabole.
v 2y
2/ La distance parc p véhicule avec un mouvement uniformément varié¢ au cours

e
de la duréet est : %
"= 1 2
A x'= 5 at — (3)
En éliminant ps entre les équations (1) et (3) on obtient la trajectoire de la balle par
9y
®

rapport au r mobile :
2x' . . .
N PE T -y Y Y trajectoire est une droite.
a@ ae

Nous avons représenté sur la figure ci-dessous la trajectoire pour chaque cas.

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Mouvement relatif 125 Al 4 jal)

714 ZA A
h he
lg
z z'

agv

>

X 0

O’ 5
2 o
Exercice 4.30 :
Nous étudions le mouvement de M dans la bas (ﬁr,ﬁa,ﬁz :f rs unitaires
sont indépendantes du temps. Voir figure.
e

1/ Le vecteur position: |OM =r=F'=ri vitesse relative :

et le vecteur accélération relative :|a. =7¥.u

<
I
N

2/ La vitesse d’entrailnement, c'est-a-dire la v

rapport au plan fixe est OXY : : P4

- _d0o0' . \,
Ve = ” +oOANO'M &Q
d0O'
dt
o =

s deus axes Oxy mobiles par

Z’_ir __’9 ﬁz
=0 (0=0) Ve=®ANO'M = 0 0|=|v.=rbi,

Ok = 9’.% /
ZAZ

A\ Y
4 k=i

® 0

L’accélération d’entrainement, c'est-a-dire 1’accélération des deux axes Oxy mobiles par
rapport au plan fixe OXY est :

2 A0 A AT ad '
g, =400 5 OM 4o i OM G oM
dt dt dt dt
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2 A0 D
a, :d 020 +a)/\(c?)/\O'M ) +—AO'M
dt dt
dDADANO'M =0ii. Arbii, =—rb%i,
u, —i, u " oy pr
D —— | - N =|d, =-r07u, +rou
CZ—?AO'M_ 0 0 6|=rbi, :
r 0 0

3/ L’accélération de Coriolis :
u, —i, u

”

ac =26 Av,=210 0 0|=l|a. =2i0i,
o0 0
4/ La vitesse absolue, c'est-a-dire la vitesse de M par rapport a}yp-la 1xe est :

vV, =V, tv, =V, =ru, +rbi,

L’accélération absolue c'est-a-dire I’accélération de au plan fixe OXY

est:

% Remarque : Si on veut faire les calculs par ﬁo au repere mobile, on utilise la
—— ® & S
base(i ,J ,k) , en remplacantu ety s les résultats des vitesses et

- — s - .
des ’accélérations auxquelles nQu ommes parvenues pari_=i.cos@+ j.sin6

etii, =—i.sin@ + j.cosd . \)

Exercice 4.31 :
1/ Expression du vect

parrapport au repere mobile OX 'Y ':

FEri| |l (1, _
=>|r= Eat +7 |u,

A
,
On dérive cteur position dans la base mobile pour obtenir le vecteur vitesse

relative : A
y v =F=ati,

Expres du vecteur de la vitesse d’entrainement :

e _ 00" -
ve:dOO +oOANO'M
400" t N
e (0=0) |=ve=dA0'M=| 0 0 o
& = wk = w.i. —at’+r, 0 0
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Expression du vecteur de la vitesse absolue :

.- - _ (1 ~
v, =v, tv. |y :at.ur+(—at2+r0 .U,
2

a

2
Son module :|v, = \/(at)z +(l at’ +r0j .’
2

Le sens et la direction du vecteur de la vitesse absolue (voir figure ci-dessous) est

[z )
—at” +r, |0
=Yo=\2 )

% at

r

donnée par :

1ga

2/ Coordonnées et viteses du mobile au temps¢ = 3s :

1,
s r=—at” +r, ,
2

6 =1,884rad =108°

0=ot,

x=r.cos@, |x=-0,031m| ; y=r.sinf ,
1

v, =at, |v, =0,06m.s™'

relative :

[u—

— - 2 2 —
=la,=—| —at tr, |o U,

\9)
N

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Mouvement relatif 128 s

K
<

Y|

9) X

u, —u, u

r z

3/ Accélération de Coriolis : ac =20 A vr =210 0

Expression littérale de I’accélération absolue :

I 1 Q/
a,=a,ta ta, —|a, = {a—(zat +7 @

a

Module de I’accélération absolue :|a, =

Exercice 4.32 :
1/ Coordonnées }.\: M M : apartir de la figure (a) ci-dessous on voit que:

OM =04+ AM
urs de la duréet, le point M balaie ’angle —wr, et sa position est

Donc : x=O_A'+x;M.
OA"=vt = Rot
x,, = R.cos@

cosd = cos(—%—aﬂj =|Xx= R(a).t —.sina).t)

T .
COS(—E— a)t] = —smaw.t

L’ordonnée : de la figure (a) on voitque: y =R +y,,
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y=R+Rsinf

=y :R(l—.cosa)t)

. T
sm(—z — a).t] =—cosa.t

La trajectoire est la courbe décrite par I’extrémité du vecteur position OM au cours du
temps. Il est défini par les équations paramétriques :

X = R(a)t — sina)t)
oM y= R(l—cosa)t)
z=0
La représentation graphique de ces équations paramétriques nous conduit a un

(6 R9° F2).
2/ La vitesse absolue du point M est :

X=v, —Ra) l—cosa)t E
. _dOM
v, = =V, V=V, —Ra)smwt g
dt
J

z=v, =0

= Ra)(l —COoS a)t) i

¢ dt
Le module du vecteur vitesse absolue est :

=X +30+2 5y, —\/RC) QC{)I‘) 2

R

v, =Rw 2| 1-coswt | = 22(sm 7): v, =2Rw

+[Ra)sin a)z‘]2

. ot
sin—
2

e%ur vitesse absolue il suffit de calculer 1’angle @
a<dire le vecteur unitaire7 , et le vecteur v, (voir figure b) ci-

Pour déterminer la directi
comprise entre 1’axe
dessous. Pour ce faire o

\ =vy,.cosa =v,.cosa =2Ra)(1—coswt)
X = 2Ra)(1 cosa)t)

substit.u on on obtient :
. ot
2Ra).sm7.cos a= Ra)(l —Cos a)t)
En continuant les calculs on obtient la valeur & :

. wt ., ot . ot
2R.s1n7.cos a =2Rsin’ ? = cosa = sm;

) T
cosa=sm(a+5j :>a+5=— , |la=

Cosa = CoS (—0{)

La vitesse relative est la vitesse absolue du point M par rapport au référentiel
mobile X'A4Y"' , donc :
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. _dAM
v, =
dt
Commengons par les coordonnées du point M dans le repére X 'AY"' :

x,, =R.cos@ = R.cos(—z —~ a)tj =—R.sinwt
2

Yy =Rsin@ = R.sin(—%— a)t) = —R.cos ot

En dérivant les deux coordonnées par rapport au temps on obtient les composantes de la
vitesse relative :

%,, =—R.wscost ; ¥, =-R.o.sin ot

Le vecteur s’écrit alors : |V, = —R.wscosti ——R.o.sinwt.j

Et son module : v. = \/(R.a)scost)z +(R.a).sin a)t)2 =|v. =Rw

La direction de la vitesse relative : on utilise la méme méth e celle qui a été utilisée
pour obtenir la direction du vecteur vitesse absolue.

Sur la figure (b) ci-dessous, on voit bien que ’angle en ti I’angle compris entre v
eti :

Y4

v,.cos B =X, =-Rawcos wt| = cos &osa}t ; |ﬂ:7z—a)t:2a|

T A

—coswt = COS(ﬂ—G)l)

V. =v.icosf ®

3/ la vitesse d’entrainementv, . R ons la figure (b) ci-dessous (en se basant sur
quelques propriétés géométri . Dans un cercle 1’angle au centre est égale au double de
I’angle dont le sommet est situé sur la %nférence de ce cercle(2.M "A'M = Za) . Vest

tangent a la trajectoire circulai point M .

XV
0 A X A’ X
(a) (b)
De la figure (b), il vient :
V, =V, =V, =, :\/vj +v2 —2v,.v,.c08
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v, = [AR*&’ sin2ﬂ+R w —2R(02Ra)s1nﬂcos r_ot
2 2 2 2

T wt . wt
COS| ——— | =sIn—
(2 2)

La vitesse d’entrainement est égale a la vitesse de translation du centre du cercle par
rapport au repére fixe XOY , ce qui est tout a fait logique. v, est paralléle a ’axe OX .

=|v, =Ro=v

Exercice 4.33
1/ Nous partant du vecteur position en coordonnées polaires dans le repere X 'O

OM =r=7'=

r=r, (cos t +sin a)t)

\:l

=|r= 7 (cos @t +sin a)t).zir

La vitesse relative : dans le repeére mobile, le vecteur unitaire# est
V. =P,

r

=

r=r, (cos @t +sin a)t)

. doOo" .
v, = tw
dt

00'=0

Nous effectuons 1’opération suivante :

Calculons le modu de cette

v, = roa)\/z = Cte
Quant a la yaleur rel
\ =¥ii, =|d, =r,o’ (coswt +sinwt).ii,

L’accélération d entrailnement est déduite de ’expression générale vue en cours en
¢liminant les es nuls :

esse pour vérifier q’il est constant :

d’00' . dé ———
a, = e tornONO'M +7/\O'M =la, =oOANOANT'
+ ;Of_/
Calculons le produit vectoriel double :
V,=OAF=0OAr= roa)(cosa)t+sina)t).ﬁ9
da, =wn roa)(cos t +sin a)t)
u, —li, U,
=10 0 w|=|d, =-ro" (cos ot +sin wt)ii,
0 roa)(cos @t +sin a)t) 0

Calculons a présent 1’accélération complémentaire en appliquant la formule :
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u, i, U,
ac =26 Av,=2. 0 0 = |a =250 (~sinwt +cos wt)ii,

roa)(—sin a)t+cosa)t) 0 0
Nous en déduisons 1’accélération absolue a partir de la loi de composition des
accélérations : a, =a, +d, +a,
Apres les calculs nécessaires on trouve 1’expression de I’accélération absolue :

aq = 2na’ [(cos ot +sin a)t) u, + (—sin @t +cos a)t) ﬁg}

Vérifions que son module est constant :
a. = 2r0a)2\/§ =Cte

Exercice 4.35 : v
1/ Le vecteur position de la mouche dans le repere mobile (aiguille

OM =r=riu = |r=vt.u,

Les expressions de la vitesse et de 1’accélération de la che dans le repere mobile :
remarquons qued <0=6=w~<0 , ceci est du au sens négatif dans lequel progresse
I’aiguille des secondes.

u
i, =—(-o)di, , i, =
2/ Calcul des coordonnées 8, , x,, :No signons les résultats dans le tableau suivant :
b= 0,2 _ 107

. :—:1
s i w (rad/s)

T
’ / 0 30
T 107
3

X, = vtc,is wt = .tcosg.t ; Y, =vtsinot = .tcosﬁ.t
t(s) 0 15 30 45 60
6, =-ot ri&g 0 /2 - -37/2 2z
ry =vt (ms 0 -5.107 10.10° 15.10° 20.107
X, o 0 0 -10.107* 0 20.107°
v ( 0 ~5.107 0 15.107 0

Voir la représentation graphique c-dessous.
3/ Pour représenter la vitesse et I’accélération de la mouche par rapport au repére
mobile, il faut calculer d’abord leurs deux modules respectifs aux temps prescrits :

t =455 : t = 60s:
vy, =Vvil, —vid, a, =-vo't.i, —2voii,
720,334 ; 7,=-1,574, i =-0,220 ;d,=-,07i,
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v =033 4 3

15.107

-10.10" 0

-5.10

Nous avons pris comme échelles le module de la vitesse

C@ pour représenter la vitesse ;
et le module de I’accélération transversale pour représsnty

célération.
@
Exercice 4.36 :
1/ A partir de la figure ci-dessous, on Xri ssion du vecteur position dans le repere

fixe OXY :
% "+0'M
Durant le temps , I’angle balayé par lepoint 4 par rapport au repere fixe estd = wr .
L’angle que balaie le pointM durant le méme tempst  par rapport au repere
mobile O' X 'Y"' est égale 1 a0 =wt”, mais par rapport au repere fixeOXY il balaie
I’angle 20 = 2wt .

La vitesse et I’accélération du point par rapport au repére sont la vitesse et 1’accélération
absolues.

En se basa t'su e ci-dessous :
00'=Rc k+

rlafi
O'M =R a)t>q- Rsin2at.]

ot.j

= OM :(Rcosa)t+Rcos2a)t)f+(Rsina)t+Rsin2a)t)j

® .
ivations successives de OM on obtient la vitesse et 1’accélération absolues :
< dOM = 5 . - =
v, = o v, = —Ra)(sm t +2sin 2a)t)z + Ra)(cos wt +2cos 2a)t)] - (1)
t
— d‘_;a - 2 - 2 . . -
a,=—*t.a,= —Rw’ (cos wt +4cos2at)i — R’ (sin et +4sin 2wt) j| — (2)
t
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i X @E
2/ Ecrivons I’expression du vecteur position dans le re %Q X'Y' en exploitant

la figure ci-dessus :
O'M =x 'i'+y'j'=R cos@
La vitesse et I’accélération du point M par ra 0( a repere mobileO' X'Y" sont la

vitesse et 1’accélération relatives. En denvant teurO M deux fois successives on

obtient la vitesse et 1’accélération relatives :
- d 0 M -,
v, = \ﬂ sin wt.i '+ cos wt.] )

. =—Rao’ cosa)ti '+ sin wt.] )

Ecrivons maintenant 1’expres } u;écteur position dans le repére fixe O' XY a partir de

la figure ci-dessus :

—xz +y.j= R(cos2a)tz +sm2a)t])

La vitesse et I’accélé éﬁon par rapport au repere OXY .

ne faut pas dériver deux fois de suite le vecteur O'M afin d’obtenir la

vitesse e élération relatives par rapport aOXY . C’est cette erreur répondue qu’on doit

¢éviter !!
devons faire appel a la relation 4.57 (voir cours)

dOW_dW a’z di' ., dk' Lod s dy

= Ptk

= 'y
dt R A L v A
Hr—/
‘_}.ll ‘76 ‘_;r

dx +j'dl+]€'di
" dt dt dt
4,

0

A partir de la figure nous pouvons désigner :

i'=coswti +sinwt.] ; x'=Rcoswt — x'=—Rwsin ot

j'=—sinoti +coswt.j ; y'= Rsinwt — ' = Rwcos ot
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Apres substitution, nous obtenons :

v, = (cos wti +sin a)tj) . (—Ra) sin a)t) + (—sin wti +cos a)t]) (Ra) cos a)t)

J

v =-—2Rwm.sin wt.cosot,i + Ra)(—sin2 ot + cos’ a)tJ j
%f—/

1. cos 2wt
Esm 20t

A la fin, la vitesse relative du mobile M par rapport a OXY est :

V. o= Ra)(—sin 2wt.i +cos 2601.]') - (3)

L’accélération relative du mobile M par rapport a OXY n’est pas égale a la dérivée dev
par rapport au temps. Il faut utiliser la relation 4.59 (voir cours).

2 2 2 _
=i R
dt dt dt
0
['=coswti +sinwt.] ; x'=Rcoswt — x'=—Ra’ cosar
j'=—sinwti +coswt.j ; y'= Rsinot — y' = —Re’ sin

En remplacant on obtient :
a = (cos wti +sin a)t]) (—Ra)2 cos a)t) + (—sin wt.

¢ (—Ra)2 sin a)t)
a = (—Ra)2 cos’ wt.i — Rw* cos wt sin a)t]) + (

o
- 2 2 : 22 K 2 : =
a, =—Rw [cos Wt —sin a)t].z —Rw"2 SIN @t . j

cos 2wt

3/ a/ La vitesse d’entr n Bbfﬁsant la loi de composition des vitesses est :
(1)-(3) =7 =%, -¥

a)t)f + Ra)(cos wt +2cos 2a)t) Jj ] — [Ra)(—sin 20t +cos 2a)t.]')]

= %w(sin wt +sin 2a)t)f + Ra)(cos wt + cos 2a)t).j

accélération relative en appliquant la loi de composition des accélérations est :
_ _d*o0', d%' | d*j' ., ,d%'
ae = 2 +tx 2 + y 2 tz 2
- dt dt dt dt
0
7 ; z d’00' 2 - 2 . -
OO'=R.coswt.i +Rsinwt.j " =—Rw’.coswt.i —Rw’ sinwt.j
t
i'=-w’coswti —w’sinwt.j ; x'=Rcosot
j'=a’sinoti —o’coswt.j;  y'=Rsinot

En remplacant on obtient :
a, = (—Ra)z.cos oti — Ro’ sin a)t]) + Rcos ot (—(02 coswt.i — @’ sin a)t]) +

Rsin ot (a)2 sinwti —w’cos a)tj)
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D’ou ’accélération d’entrainement du mobile M :

< 2 2
—sIn” wt +cos” wt

cos2amt

a ] i —Ro’ | sinwt +2sinwt.coswt | ]
%/—/
lsin2a)t
2

e

=| —Rw*.cos wt — Rw* [

a, = —Ra)z.(cos wt +cos 2a)t)f ~ Ro’ (sin @t +sin 2a)t) J

Déduction de I’accélération de Coriolis ou accélération complémentaire :
R _{dx di' dy'd) }

- dar’ ar’
ou a partir de la relation 4.59 :
i,=d +ad +d, =|d, =+d,—d, —a, v
Le résultat est le méme.
i'= —wsinwti +ocos wt.j ; X'=—Rwsinot ‘

j'=-wcoswti —wsinwt.] ; j/' = Rwcos ot

i =2 dx.czz’z +dy.§lj —d +
dt dt

a =2 [—Ra) sin wt (—a) sinwt.i +wcos a)t]) + Rewcos ot | —wcos wt.i — wsin a)t])]
@ , = 5 . -
{ .cos” wt.i — Rw™.cos wtsin wt.j]

a = 2[Ra)2 .sin’ wt.i — Row’ .sin ot cos wt.

i =2 Ra)z.[sin2 ot — cos’ wt]’&ﬂéz. in wt cos wt .j
%/—J
lsianot
2

—cos wt

c

+

1

+d,

¥

o’ {cos2mt.i +sin 2a)t.]')

par le calcul direct a, =a, +a, +a,

Il faudra vérifie
. nous utilisons la 10i(4.72)

t le vecteur de rotation® = w.k

4/ Introduis a pres
démontrée en Acgrs our calculer les deux composantes de la vitesse d’entrainement :
. _doo" . ——
» v, = +onO'M
dt

i -7 k
0 0 1)
Rcos2wt Rsin2wt 0

Y - -
v, =—Rw.sinwt.i + Rw.coswt.j +

V. =—Rw.sinwt.i + Ro.coswt.j — Ro.sin2wt.i + Ro.sin2at.j

e

V. =—Rwm.

] (sin @t +sin2awt).i + Ro.(cos ot +sin2at).j

Nous utilisons la formule (4.73) démontrée en cours pour trouver I’accélération

complémentaire ou accélération d Coriolis :

LMD1/SM_ST
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i -7 k
a.=2onv, =a, =2 0 0 w
0

—Rw.sin2wt Rw.cos2wt

G, =—-2Rw’.cos2mt.i —2Rw’ .sin2wt. ]

a = —2Ra)2.(cos 2wti +sin Zwt.])

"\
Y
XQQ
/
A\ Y:\)
y

~
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V/DYNAMIQUE DU POINT MATERIEL
:\._.3.3\_.4]\ alasill &l KRN i

INTRODUCTION :

La dynamique en physique est la science qui étudie la relation entre le corps en
mouvement et les causes qui provoquent ce mouvement. Elle prédit aussi le mouvement du
corps situé dans un milieu déterminé.

La dynamique, plus précisément, est I’analyse de la relation entre la force appliquée et
les changements du mouvement du corps.

1/ PRINCIPE D’INERTIE GALILEEN (ou premiére loi de Newton 1642-1727) :
(ad) Akl fasa )

Enoncé du principe :

Si le corps matériel n’est soumis a aucune force, il est :

- soit en mouvement rectiligne uniforme,

- soit au repos, s’il était initialement au repos.

Pour une particule le principe d’inertie s’énonce-ainsi : « Une particule libre et isolée
se déplace en mouvement rectiligne avec une vitesse constante ».

C’est pour cette raison qu’une particule accélérée n’est ni libre ni isolée mais, soumise
sans aucun, doute, a une force.

Et puisque le mouvement est une notion relative, il est indispensable de définir un
repere auquel sera rapporté le mouvement de la particule libre : ce repére, a son tour, doit
étre libre (c’est pour cette raison qu’on 1’appelle galiléen ou d’inertie, et dans lequel la
particule libre se déplace a vitesse constante).

2/ LA QUANTITE DE MOUVEMENT (4s al 4349)

+« Définition : la quantité de mouvement d’une particule est le produit de sa masse
par son vecteur vitesse instantanée.

A\ A

m 7 = =
® Py p=my (1.5)

Fig 5.1 : Quantité de mouvement

La quantit¢ de mouvement est une grandeur vectorielle. Cette une notion tres
importante car elle introduit deux éléments qui caractérisent 1’é¢tat de mouvement de la
particule : sa masse et sa vitesse.

Nous pouvons a présent donner un nouvel énoncé du principe d’inertie : « une
particule libre se déplace toujours avec une quantité de mouvement constante ».

% Conservation de la quantité de mouvement (4S_all daS Blia)
S’il y a variation de la vitesse ou de la quantit¢ de mouvement cela implique que
la particule n’est pas libre.
Supposons ’existence de deux particules libres qui ne sont soumises qu’aux
influences mutuelles entre elles ; elles sont donc isolées du reste de 'univers :

Autempst: p=m.v, + m,.v,

Autempst’: p'=m.V, +m,.v,
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— ! N . L4
Les expériences ont prouvé que p=p , c'est-a-dire que toute la quantité de
mouvement d’un systeme composé¢ de deux particules, soumises a leurs seules influences

mutuelles, reste constante.
Par exemple : Pour les systemes isolés suivants :

® Dans un atome d’hydrogeéne: la quantit¢ de mouvement des deux
particules (proton + électron) reste constante tout le temps, tel est le cas

exactement de la terre et la lune, soit Ap =0.

= La quantit¢ de mouvement d’une molécule constituée d’un atome
d’oxygene associé a deux atomes d’hydrogene est constante, il en est de
méme pour le systéme solaire.
Si on généralise ceci, le principe de conservation de la quantité de mouvement
s’énonce ainsi:
«la quantité de mouvement d’un systéme isol¢ constitué¢ de particules est
constante »
On peut exprimer mathématiquement ce principe de la conservation de la
quantité de mouvement comme suit :

Dans le cas de deux particules : p, + p, =C*

Entre les instants fet ' :

ﬁ] +ﬁ2 :}_51 +ﬁ;:>ﬁ;_ﬁ1 =ﬁ2_ﬁ'2:> Aﬁl :_Aﬁz

« Dans un systeme isolé de deux particules, la variation de la quantité de
mouvement d’une particule au cours d’un certain temps est égale et de sens opposé a la
variation de la quantité de mouvement de ’autre particule au cours du méme temps »

En d’autres termes, ce que gagne 1’'une des deux particules sous forme de quantité de
mouvement, est perdu par 1’autre particule sous la méme forme, et vis versa, cependant la
quantité de mouvement du systéme reste constante.

3/ LES AUTRES LOIS DE NEWTON (s A ¢5igsi ¢l 58)

R/

% La deuxiéme loi de Newton : (c’est plutot une définition qu 'une loi)
« La dérivée de la quantité de mouvement s’appelle force »
Cela veut dire que la résultante des forces appliquées a la particule est :

F= (2.5)

* &

Cette équation s’appelle « équation du mouvement » (4S_al) ddalaa )

B Cas de l1a masse constante : suite a ce qui vient d’étre dit, si la massem du mobile
est constante (ce qui est fréquent en mécanique newtonienne) alors 1’équation
précédente s’écrit :

-~ d(mv - dv = -
F=M = F=m— = |F=ma 3.5)
dt dt
- o - . .. . __F
B (Cas particulier : Si la résultante /' est constante alors ’accélération @ = — est elle
m

aussi constante et le mouvement est rectiliene uniformément varié.
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C’est ce qui arrive exactement aux corps qui tombent en chute libre sous I’effet de la
force de pesanteur (appelé poids) : P =m.g

B (Cas de la masse variable : dans ce cas la résultante F s’écrit sous la forme :
d(mv - v _dm
Amy) | p =g @y dm (4.5)
dt dt dt

F =

Exemple 5.1 : un corps de massel0kg , soumis a la force ' = (120 + 40) N se déplace
suivant une ligne droite. Au temps ¢ =0, le corps occupe la position X, = Sm. -avec une

vitesse vV, = 6ms~' . Trouver la vitesse et la position du mobile en fonction du temps:

Réponse :

En utilisant la formule (5.3) on trouve:F =120t +40=10a, telle que
a=12t+4)ms™.

Pour trouver I’expression de la vitesse instantanée on-doit intégrer 1’expression de
I’accélération.

Puisqueﬂ =12t +4
dt

Donc : j[dej(12t+4)dt:> v=6t +4f+6 (ms_])
0 0

Intégrons de nouveau, mais cette fois, 1’expression obtenue de la vitesse pour trouver la
position du mobile a chaque instant :

[dx = [vde = [ (61 + 4t +6)dt =[x = 26 + 27 + 6 +5|(m)
0 0

% La troisiéme loi de Newton ou principe de ’action et de la réaction :
(D) 25 5 Jal fasa sf cigsll A oy gika)
Enoncé de la loi: «lorsque deux particules sont en influence mutuelle, la force
appliquée par la premiére particule sur la deuxiéme est ¢gale et de signe contraire a
la force appliquée par la deuxiéme particule sur la premiére ».
C’est ce que montre la figure 5.2 et qui nous permet d’écrire :

—

FI—)Z = _F

21

(5.5)

1 2
< o

.
»
FVZAI 152

o]

Fig 5.2: Action et réaction

4/ NOTION DE FORCE ET LOI DE FORCE (581l ;533 53 §il) a g¢da)

La définition de la force par I’équation ¥ =m.d@ nous permet d’exprimer la force
correspondante a I’effet étudié¢ en fonction des facteurs physiques telles que la distance, la
masse, la charge électrique des corps....Nous arriverons en fin de compte a dégager « la loi de
force ».

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Dynamique du point matériel 141 dala Ada83Y &l jad

La loi_de force ( ou loi des influences mutuelles) : cette loi montre clairement
I’expression de la force (la résultante) appliquée a un point matériel dans une situation bien
définie.

Par_exemple : l’expressionl5 =m.g est la loi de force qui définit le poids d’un corps

au voisinage de la terre et qui nous permet de prédire le mouvement de n’importe quel corps
dans le champ de pesanteur terrestre.

Possédant la relation ' = m.a , nous pouvons connaitre le comportement des systemes
physiques, mieux encore nous pouvons méme prédire leur évolution.

On peut résumer cette situation par 1’équation symbolique :

|PHYSIQUE=MECANIQUE+LOIS DE FORCE

Aprés avoir pris connaissance des lois de force correspondantes aux différents effets
mutuels, nous pouvons prédire le mouvement du corps matériel qui est:soumis a la force avec
des conditions initiales prédéterminées.

Dans ce qui suit nous allons poser et prendre connaissance des lois relatives
respectivement aux :

* Influences mutuelles dues a la gravitation au voisinage de la terre,
= Interactions mutuelles dans le cas de 1’attraction universelle;

= Frottements,

» Influences mutuelles élastiques.

5/ MOUVEMENT D’UN PROJECTILE DANS LE CHAMP DE GRAVITATION
TERRESTRE (d3a ¥ il Jia 8 48,4 45 5a)

Tous les projectiles qui tombent en chute libre au voisinage de la terre ont la méme
accélération g constante qui est dirigée vers le bas. On peut écrireg sous la forme :

g=—-g.]=-9.8j(m/s*), j étantle vecteur unitaire de I’axe vertical dirigé vers le haut.
On peut prédire le mouvement d’un projectile lancé avec une vitesse initiale faisant un
angle avec I’horizontale.
Nous avons pris ~connaissance dans I’enseignement secondaire que 1’étude porte
essentiellement sur la détermination:
* Des composantes de la vitesse :

V.(6)=V,, =V,.cosa
V.(t)=-gt+V, =—gt+V sina
* Des deux équations horaires :

x(t)=V,.cosat (t=0;x=0)

1 :
y(t) = —Egt2 +V .sina.t + y,

* De I’équation de la trajectoire : obtenue par élimination du temps entre les
équations horaires précédentes :
1 g )
==X t+(tga)x+y

2V} .cos’a ’
» [’apogée ou hauteur maximale atteinte par le projectile :
V)’ .sin® a
——— (g<0)

=h=-
ymax 2g
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) .
* Laportee: x,,, - N sin2a (g<0)
g
A titre de rappel on se propose d’étudier I’exemple suivant :
Exemple 5.1 : Un projectile est lancé verticalement vers le haut, a partir du sol, avec la
vitesse 10m.s~"
a/ Quelle est la hauteur atteinte par le projectile ?
b/ quelle est la vitesse du projectile aprés1.5s depuis le lancement ?
¢/ quelle est I’intervalle de temps séparant ’instant du lancement et I’instant de
collision du projectile avec la terre ?

Réponses : a/ 5.Im b/ 4.7m.s™ ¢/ 2.04s

6/ LOI DE LA GRAVITATION UNIVERSELLE (plall idall ¢y4il3)

La loi de gravitation universelle, qui a été établie par Newton en 1685, e de la
théorie qui explique de nombreux phénomenes physiques : 2 commencer par le mouvement
des planetes et en arrivant par la chute libre des corps en passant ouvement des
marrées.

Cette lo1 explique I’attraction entre deux corps de masses respectives M, et M, , séparés
par la distanced . Ces deux corps s’attirent mutuellement av forces directement

-

opposées 131 =-F.
/
M, - M °
F 2

<_. — My M, M

| F= i =|F = G—12 (5.6)
| | d

S A >

Fig 5.3 : attraction des deux corps \>

eyl

o Champ gravitatio
La force d’

I’aide de D’accéléra

e la pesanteur g (ﬁ:mg) Grace a la loi de [Dattraction

orce du poids on peut déterminer 1’expression de g en fonction de

universelle et la
I’altitu K
surface de la terre : Nous obtenons la valeur de I’accélération de la
esanteur terrestre de la facon suivante :

a terre

- o M, .m M
F=P:>G#=mg0:> go:GRzT (5.7)
T T

Constante de I'attraction universelle G =6.67x107"' N.m® kg™

Masse de la terre M, =5.98x10* kg
Rayon terrestre R, =6.37x10°m

Figure 5.4

L’application numérique nous donne| g, = 9.8N kg™
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B Ala hauteur£ de la surface de la terre : Le vecteur de 1’accélération de la

pesanteur terrestre a une hauteur Z du sol, c'est-a-dire a la distancer = R, +Z
du centre de la terre, s’obtient par le raisonnement suivant :

N m.M
a/ Ala surface de laterre: P, =mg, =G——=
g \ RZ
S L 4 T

m.M
A la distance  du centre de la terre:P =mg = G—— i
r
R 2
D'ou: g£=8 5 (5.8)
Fig 5.5 a
Quant a ’expression vectorielle elle est :
_ R®
g=-g, r%u (5.9)

Exemple 5.3 :
Le soleil a une masse de 1.99x10*° kg, la terre une masse5.98x10* kg et la lune une

masse de7.36x10”kg . Le rayon moyen de I’orbite de la terre autour du soleil est

1.496x10" m , celui de I’orbite de la lune autour du soleil est 3.84 x10%m .

a/ Calculer I’intensité moyenne du champ d’attraction solaire tout au long de I’orbite de
la terre autour du soleil.

b/ Calculer I’intensité moyenne du champ d’attraction lunaire tout au long de I’orbite de
la terre autour du soleil.

Réponses : a/ 5.9x10°N.kg™ b/ 3.33x10”° N.kg™

+** Application : les satellites artificiels (Aslhay) JLY):

Durant ces derni¢res décennies la technologie des communications sans fil a
connu un - développement extraordinaire. Cette révolution  est caractérisée par
I’exploration de I’espace par I’homme, et la mise sur orbite de milliers de satellites
artificiels: géostationnaires, c'est-a-dire tournant a la méme vitesse que la terre, afin
d’assurer en permanence la télécommunication entre les différents points du globe
terrestre.

Pour satisfaire la condition imposée ci-dessus (satellite géostationnaire), des

calculs ont ¢té effectués pour déterminer la hauteur correspondante. D’apres les résultats

cette hauteur est z =42.1x10°m , et la vitesse de rotation v =3.08%10° m.s™".

Nous laissons a ’étudiant le soin de s’en assurer lui méme de ces résultats.

Effectivement, c’est a4 la hauteur et a la vitesse précédemment calculées que les
satellites artificiels géostationnaires évoluent, comme ’avait prédites la théorie.

Vu I'importance du sujet et en complément, et par souci de compréhension nous
pouvons ajouter quelques informations relatives au lancement des satellites artificiels.
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La seule force agissant sur le satellite artificiel est son poids ou force de pesanteur. La
phase étudiée ici est la phase balistique, c'est-a-dire 1’étape ou le satellite atteint le

point M ( figure5.6) . En ce point 170 représente la vitesse initiale géocentrique du satellite
étudié, et la distance entre le centre de la terre et le point M|, telle que ’altitude mesurée a

partir de la surface de la terre soit comprise entre 100 et 200km. Le satellite doit évoluer a une
distance ne dépassant pas les quelques dizaines de fois le rayon de la terre, et ce afin de
pouvoir négliger les influences de la lune et du soleil.

Phase de propulsion ‘>
(Moteurs allumés)

La terre

Fig 5.6

Dans ce qui suit nous allons donner les définitions de différentes vitesses propres aux
lancements de satellites artificiels suivantes:

< La premiére vitesse cosmique (9% 4 sSlde i) :
La premiére vitesse cosmique est la vitesse circulaire géocentrique d’un
satellite artificiel tournant a basse altitude (située entre 100 et 200km depuis la surface
de la terre). Elle est donnée par I’expression :

V= |2t (10.5)

En acceptant7, = R, =6400km les calculs conduisent a :

g = Af{f ~10m.s* =V, = [Rg,|=/64.10° = |V; ~8000ms '

T

< La deuxiéme vitesse cosmique (4= 4 g<!) ds yul))
La deuxiéme vitesse cosmique est la vitesse géocentrique que doit atteindre un
satellite artificiel pour se libérer de Dattraction terrestre. Elle est donnée par la
formule :

2M.G
—r— =

%

v, = v, =VA2 (11.5)

2

En considérant le point M au voisinage de la terre, on obtient |V, ~11000ms"'

< La troisiéme vitesse cosmique (<l 45 6<l) de )
La troisiéme vitesse cosmique est la vitesse géocentrique que doit atteindre un
satellite artificiel pour se libérer du systeme solaire.
Les calculs ont donné :

V, =16800ms™" (12.5)
3
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7/ FORCES DE LIAISON OU FORCES DE CONTACT (bl il s 68 51 (uadil) 5 8)
Entendons nous qu’ici nous parlons des forces agissant mutuellement entre les corps en
contact.
La figure5.7 représente un corps solide posé sur une table. Le corps est en équilibre sur

cette table, c’est a dire que 1’accélération est nulle ((_i = 0) .

Face a la force F , représentant la résultante de toutes les interactions des molécules

constituant le corps, et appliquée 4 la table, cette derniére a son tour applique la force F' qui
est la résultante de toutes les interactions des molécules constituant la surface de la table qui

est en contact avec le corps. Les deux forces F' et F'' sont appelées forces de contact ou de
liaison a cause du contact des deux corps entre eux.

pretet] iy

Py F=Yj

Fig 5.7 : Forces de contact

7/ FORCES DE FROTTEMENT ( dlsiay) 5 68)

Chaque fois qu’il y a contact entre deux surfaces rugueuses de deux corps solides, une
résistance apparait alors et s’oppose au mouyvement relatif des deux corps. Il existe plusieurs
types de frottements :

= Les frottements entre les corps solides qui peuvent étre statique et dynamique,
* Les frottements dans les fluides.

% force de frottement statique( - sl Ssiay) 5 ¢8)

La force de frottement statique est la force qui maintient le corps en état de repos
méme en présence d’une force extérieure.
= Cas d’un corps posé sur un plan horizontal :

Considérons le corps de la figure 5.8. Il est soumis a quatre forces. Soit 7s la

force de frottement statique. Pet N sont respectivement le poids et la force de
réaction. Pour que le corps posé sur la table se met en mouvement il faut lui appliquée

une force minimale F .

AN

P
Fig 5.8 : Force de frottement

Le corps est au repos : Zﬁl =0

En projetant sur les deux axes horizontal et vertical on obtient:
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N+ Fsmf-P=0
F.cos@—-f =0
Sil’angle @ était nul on aurait f, = F et P=N.

Remarquer que P # N avec N = P — F.sin @ qui est la force qui maintient le

corps au repos jusqu’a ce que la force F appliquée arrive a I’arracher de la surface. Tout juste
avant d’arracher le corps, la force de frottement statique atteint sa valeur maximale définie par

laloi: f, =h _.N ou h_estle coefficient de frottement statique et N' la force normale.

f.=F.cos0

Donc :

f:v S»fs,max :hsN (135)

Dans notre exemple:
N=P-FsmO=|f =h.N=h(P-Fsin0)

I1 faut que N >0 et par conséquent P > F.sin € , sinon le corps se souléve.

Exemple 5.4 :

Un corps de poids80N est posé sur la surface d’un plan horizontal rugueux. On applique
a ce corps une force d’intensité 20N faisant un angle de30° avec I’horizontal. Le coefficient
de frottement statique étant 0.30 :

a/ Quelle est I’intensité de la force de frottement ?

b/ Quelle est I’intensité de la force normale ?

¢/ Quelle est I’intensité de la force de frottement maximale ?

d/ Quelle doit étre I’intensité de la force appliquée pour que le corps se décroche ?

Réponse :a/ f=173N , b/ N=T0N , ¢ f ... =2IN , d F=241N

%+ force de frottement cinétique( Sl l<iay) 3 g8)

La force de frottement cinétique est la force qui s’oppose au mouvement du
corps sur une surface rugueuse. Son intensité est donnée par la formule :

f=h.N (14.5)

Remarque : Dans le cas des forces de frottement statique le corps est au repos, par contre
dans le cas des forces de frottement cinétique ou dynamique le corps est en mouvement.

Considérons I’exemple schématisé sur la figure5.9 :
AN

A
3
A
1]
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Le corps est considéré a présent en mouvement. Il est possible de déterminer
I’expression de la force de frottement dynamique apres avoir pos¢€ I’expression de la force
normale :

N=P—-F.sin@
f.=h.N

En appliquant la relation fondamentale de la dynamique, sachant que m est la masse du
corps, nous pouvons écrire:

F.cos0— f. =ma=|f =F.cos0 —ma

= [f =h (P-F.sinb)

Ouh, est le symbole du coefficient de frottement cinétique (ou dynamique) et N

représente la force normale.
ICI on ne parle pas de force de frottement maximale.
A ’étudiant de trouver I’expression de [’accélération.

Exemple 5.5 :
Un corps de massel0,2kg glisse sur un plan horizontal rugueux sous 1’effet d’une force

d’intensit¢ 20N . La direction de la force fait un angle de45° vers le haut avec I’horizontale.
Le coefficient de frottement dynamique est0,15 . On prend g = 9,8ms_2 . Calculer :

a/ la force normale, b/ la force de frottement cinétique, ¢/ la résultante des forces,
d/ ’accélération acquise.

Réponse:a/ N =85.82N , b/ f =129N , ¢/ F;=124N , d/ a=0.12ms™

» LES FROTTEMENTS DANS LES FLUIDES( gl 4 cilslsiay)

Quant un corps solide se déplace dans un fluide (gaz ou liquide) avec une faible
vitesse relative, une force de frottement apparait. Elle se calcule par la formule :

f,=-Knv (15.5)

K : Un coefficient qui dépend de la forme du corps solide en mouvement dans le fluide.
Pour une sphére, par exemple, on trouve K = 67.R, et par conséquent :

f, =—6m.Rn.Y (16.5)
Cette loi est connue sous le nom de Loi de Stockes.

n: Coefficient qui dépend des frottements internes dans le fluide (c’est a dire les frottements
entre les différentes couches qui sont en mouvement avec différentes vitesses). Le frottement
interne au fluide s’appelle la viscosité, et c’est pour cette raison quer s’appelle le coefficient

de viscosité. Dans les liquides, le coefficient de viscosit¢ diminue avec I’¢lévation de
température, par contre il augmente avec la diminution de la température pour les gaz.

9/ LES FORCES ELASTIQUES (&l s sil) :

Les forces ¢€lastiques provoquent des mouvements périodiques.

Par exemple : dans notre étude du mouvement rectiligne sinusoidal, nous avons vu que
I’accélération est calculée par :

- 2 Aag
a=-w.OM
En appliquant la relation fondamentale de la dynamique, nous pouvons écrire :

SFE=F=F=ma ; F=-mw'OM=|F=-kOM (17.5)

el
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Cela veut dire, que pour le mouvement rectiligne sinusoidal, la résultante de toutes les
forces appliquées a un point matériel, est proportionnelle au vecteur position et de sens
contraire. Cette force est toujours dirigée vers le centre, c’est pour cette raison qu’elle est
appelée force centrale. Elle ne s’annule qu’au centre.

Par projection sur I’axe, on arrive a la loi de force suivante :

(18.5)

10/ FORCES D’INERTIE OU PSEUDO FORCES (3.6l dudi gl Alkaal) (5 68)
Lors de notre étude du mouvement relatif, nous avons rencontré la loi de composition
des accélérations:

a :ar+ae+ac

a

L’observateur li¢ au repére absolu galiléen doit écrire:

_. _ dv . = dv
F=ma, =m—* ; V=V = |F =m— (19.5)
dt dt
L’observateur li¢ au repére relatif non galiléen doit écrire:
= . dv = N 4
F=mda =m— ; F=m(a,—d /,—a,)
dt
Soit:
AV e -
m7=F+F; +F; (205)
t

Conclusion : Dans le repére galiléen on doit écrire :

F=m
dt
Dans le repeére non galiléen on écrit :
m —F+F +F
dt' e c
En comparant les deux derniéres équations nous pouvons en déduire ce qui suit : on peut
appliquer la loi de la dynamique dans un référentiel non galiléen(R) a condition qu’au

terme F , qui représente les forces réelles, c'est-a-dire les forces résultant des effets mutuels
effectifs, on doit ajouter les deux termes F, et/ connus respectivement sous les noms de

force d’entrainement et force Coriolis.

Ces deux termes traduisent la forme non galiléenne du référentiel (R) .

Tous les résultats de la mécanique newtonienne peuvent étre utilisés dans un référentiel
non galiléen a condition d’ajouter 1’effet des forces d’inertie a I’effet des forces réelles.

Par exemple : Lorsqu’un bus en mouvement freine subitement, un passager qui est a
bord subit I’effet de la force d’inertie.

Exemple d’application :
Un pendule est suspendu au toit d’une voiture en mouvement de translation accéléré
(voir figure5.10).
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Nous allons recensé les observations de chacun des deux observateurs dont I’un, debout
est lié a la terre, I’autre étant 1ié a la voiture.

Les deux observateurs constatent 1’inclinaison du pendule dans le sens contraire du
mouvement de la voiture.

(R) —>a(R/R) (R) — *d(R/R,)

(R) (R,)

Observateur i¢ au repére ( R) mobile Observateur ié au repére (Ro) fixe

Fig 5.10 :

Par rapport a Pobservateur fixe : la masse 7 est en mouvement avec [’accélérationa . Il
applique la loi (5.6) et écrit :

mﬂ=mﬁ = md—v=f’+f
dt dt

Par _rapport a D’observateur en mouvement : la masse m est en équilibre relatif. Cet

observateur considére que les forces P et 7. sont compensées par la force d’inertie /) telle
que : P+T+ F; =0

En comparant les écritures des deux observateurs on en déduit que la force d’inertie est:

E==ma ; F,=ma

L’équation du mouvement appliquée au pendule dans le repére (R) s’écrit :

v - o - -
m-—=P+T+F +F
dt
Or la force de Coriolis est nulle puisque le repére (R) est en mouvement de translation
par rapport au repére fixe (R,) . Donc :
T, dv .
m-—=P+T+F :>md—=m(g—a)+T
t

—

. dv ~
Onpose g¢'= g —d, ce qui nous permet d’écrire : md— =mg'+T
t
Cette dernieére équation montre que tout se passe comme si a I’intérieur de la voiture
reégne une pesanteur apparente :

g'=g-d alg= g=Jg +a

Nous pouvons a présent calculer 1’angle d’inclinaison du pendule qui est le méme pour
les deux observateurs :
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F a
tanag =—=—

g

Nous pouvons aussi calculer la période des oscillations de faible amplitude par rapport a

I’observateur mobile :
/ /
T=2xw — =
g

Si la voiture était au repos, la période serait plus grande :

7=27Z\/z
g

Exemple5.6 : Une personne se tient debout sur une balance pése personne a I’intérieur
d’un ascenseur au repos, elle 1it650/N . Combien lira-t-€lle sur la balance lorsque ’ascenseur

r1r . -1
se met en mouvement avec une accélération de 2ms~ dans-les deux cas :
a/ vers le haut,
b/ vers le bas.

Réponse :
a/ Mouvement vers le haut : Par rapport a un observateur extérieur a 1’ascenseur, la

personne pése 650N et sa masse 65kg
L’ascenseur est en état d’équilibre par rapport a la personne qui est soumise aux

forces R, P, F . . Ce que lit la personne est P’intensité de la réaction R de la balance, soit :

p+fé+ﬁe =(3:>R—P—Fe =0=>R=P'=mg+ma

P'=mg'=mlg +a)|=65(10+2)  [P'=780N

b/ Mouvement versle bas :
P+R+F=0=-R+P-F =0=|R=P'=m(g —a)

P'=65(10 - 2)

11/ MOMENT D’UNE FORCE(3 ¢ )
% Soitla figure 5.11 ou A est un axe de vecteur unitaires ; A et # sont de méme sens.
SoitO un point de cet axe :

<)

> Q
<
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R/

<% Définition : On appelle moment d’une force F appliquée au point M par rapport
a l’axe A la grandeur scalaire :

T, =7, (21.5)

Avec7, le moment de la force F au pointO .
Remarquons que le moment de la force 7, (grandeur scalaire) est la projection du moment de

la force 7, (grandeur vectorielle) en un point de I’axe , et ¢’est une grandeur indépendante de
la position de O sur ’axe.

7 =OM AF (22.5)

s Expression du moment de la force par rapport a ’axe A :

La figure 5.12 représente une porte soumise a4 une force quelconque F et
assujettie a tourner autour de I’axe A = Oz . Pour faire notre étude, nous optons pour les
coordonnées cylindriques (7,8, z) , les mieux adaptées a ce cas, et ayant comme origine O
et Oz comme axe vertical.

<

Fig 5.12

Nous décomposons la force F en trois composantes :
F=F +F +F =>F=F i +F,ii,+F.ii
Oz étant 1’axe, donc u =ii, et par conséquent 7, =7_ =7, U, , T,= OM A F
r,=7.=(OM AF)ii. =(rii, +zii )A(F ii +F i +F,ii,)ii
Effectuons cette opération qui est un produit mixte de vecteurs :

_

ii
r 0 z|=OM AF=ii(0-zF)—ii,(r.F. —z.F)+ii (r.F, —0)
FFF

OM ANF=—zFu —r.Fa,+zFu, +r.F,u.
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_

T, =(OM ANF)ai,=-z.F,u yi_—r.F . u,u_ +z.F.uu +r.F,u_u

A N N N N
0 0 0 1
T, =71, =r.F, (23.5)

Nous remarquons que les composantes radiale . et axiale F, ne contribuent pas dans

le moment par rapport a ’axe A .
Conclusion :

= La force radiale . qui rencontre I’axe A n’a aucun effet de rotation sur la
porte (elle I’arrache).

= La force axiale . paralléle a I’axe A n’a elle aussi aucun effet de rotation sur la
porte (elle la souléve).

= La force normale ﬁg perpendiculaire & ’axe A est la seule'qui a un effet de

rotation sur la porte. Plus la longueur du bras est grande, plus il est facile de faire
tourner la porte.

12/ LE MOMENT CINETIQUE (S, ajadl)

% Le moment cinétique d’un point matériel en un point de ’espace :

SoitO un point de I’espace (il n’est pas indispensable qu’il soit au repos dans
un référentiel R ) :

On appelle moment cinétique d’un point matériel de masse m , de quantité
de mouvement p et situé au point M par rapport au point O le produit

vectoriel:

_—
—

OM A p (24.5)

t~
I

Fig 5.13

Vu la similitude entre cette expression 5.24 et D’expression du moment
cinétique de la force 5.22, on peut qualifier le moment cinétique de moment de la
quantité de mouvement.

% Le moment cinétique d’un point matériel par rapport a un axe :

Par comparaison avec la définition du moment d’une force par rapport a un
axe, on peut en déduire la définition du moment cinétique d’un point matériel par
rapport a un axe A comme suit :
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—_

L =L i (25.5)

A 0

Remarquons que le moment cinétique L, (grandeur scalaire) est la projection

du moment cinétique ZO (grandeur vectorielle) en un point de l’axe. L, est

indépendant du choix de la positionO sur I’axe.

Sans de nouveaux calculs et en se référant uniquement a la comparaison, nous
arrivons a I’expression du moment cinétique d’un point matériel par rapport a I’axe Oz
en fonction de la coordonnée transversale de sa quantité de mouvement, soit :

L =L =r.p, (26.5)

Partant des deux expressions transversales de la quantité de mouvement et de
la vitesse, nous arrivons a une nouvelle expression du moment cinétique en fonction
de la masse, du vecteur position et de la vitesse angulaire :

p, =m.,
v, =0 =|L, =L =mr’0 (27.5)
L =L =r.p,

Remargque : Cette expression peut demeurerconstante si 0 =@w = L, = mr’.w

On pose C =r*.0
Sous I’effet d’une force centrale, le vecteur position balaie entre les instants 7, et £, le

1
triangle OP P, dont Iaire estds = 57’2 d0O | (figure5.14).

Divisons les deux membres par d¢ :

ﬁziﬁﬁ:lrﬁé (28.5)
dt 2 dt 2

1, . 1
On remarque que : as =—rf=—C=C"
dt 2 2

Nous-découvrons une expression appelée loi des aires relative au mouvement a force
centrale-qui stipule que «le vecteur position balaie pendant des intervalles de
temps égaux des aires égales ». Figure5.14

Il est utile de donner par la méme occasion la définition de la vitesse aréolaire en

. . . A
relation avec le sujet de la force centrale « la vitesse areolalre7 est la surface
t

balayée par le vecteur position par unité de temps ».
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Bt
Pt

2%72

e f

Fig 5.14 : Schématisation de la loi des aires
les surfaces colorées sont égales

% Le théoréme du moment cinétique :

Enoncé: En un point fixeO d’un référentiel galiléen, la dérivée par
rapport au temps du moment cinétique d’un point matériel est égal au moment
de la force qui lui est appliquée en ce point.

—2 =7, (29.5)

Le moment cinétique joue pour la rotation (70 =7,) un rdle similaire a
t

celui que joue la force pour la translation (Cé_l; =F).

Exemple 5.7:
Un point matériel M de masse m vibre autour d’un axe horizontal OZ

perpendiculaire au plan vertical (OX ,0Y ) du mouvement (figure5.15). Sa position est définie

a chaque instant par ses coordonnées cartésiennes.

0

Nv

Calculer directement :

1/ le moment du poidsl3 par rapport au point O, puis par rapport a I’axe OZ en
fonctionde x,g et m.

2/ le moment cinétique du point M par rapport au point O, puis par rapport a I’axe
OZ en fonction de m,x,y,x et y.

3/ Trouver I’équation du mouvement en appliquant le théoréme du moment
cinétique sur le point M .

Réponse :
1/ On calcule le moment de la force P appliquée au point M par rapport au

point O dans la base(O,lT,j,lg) :

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Dynamique du point matériel 155 dala Ada83Y &l jad

fO=(O—M/\P) i = k
16=px+py=mg.]:>%:x y 0 ; |7, =mgxk
ry 0

0 mg
Par rapport a I’axe A =0Z , on obtient :

Ty =(O—M/\p)]€ ; |7y =mgx

2/ Calculons le moment cinétique du point M par rapport au point O dans la

base (0,17,],];) :

. i -7 k
I,=O0Mnp| - / - A\,
R R |=L,=x y 0] ; L0=m(xy—yx)k
p=mvx+mvy . .

x y 0

Par rapport a I’axe nous obtenons : A =(0Z

L, =(OM np)k : Lo =m(w - yx)
Appliquons le théoreme du moment cinétique :

dL = g .. e
dtO =7y 5 m(y+xj— %y — yE)k =mgrk =|xj - yi = gx
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EXERCICES

koK ‘) _{)‘ &

Exercice 5.1

Un corps D de masse 5,5kg (figure ci-dessous) se
déplace sans frottement sur la surface d’un cone
ABC , en tournant autour de ’axe EE' avec une
vitesse angulaire de 10fours / mn . Calculer :

a/ la vitesse linéaire du corps,

b/ la réaction de la surface sur le corps,

¢/ la tension du fil,

d/ la vitesse angulaire nécessaire pour rendre nulle la
réaction du plan.

Onprend g =9,8ms™'

1.5 (i pad
che e dlSal on 5,5kg S D ana Jiiy
Jss 4 en elly o o(Jau) & JSal) ABC Ly i

tcwaal . 10fours /mnisy ) ie yus EE' sadl
(pmall L) de Lyl /)
ol e el Jed 3 fis
bAl jig[=
Jed 3y eaay S AN L) Aeud) /o
.g= 9,8ms " 2l .5 sl

Exercice 5.2

En considérant les forces de frottement comme
négligeables ainsi que la masse de la poulie,

1/ montrer que la barre AB dans la figure ci-
dessous sera en équilibre a condition que 1’équation
suivante soit vérifiée :

m, (m2 +m3)l1 =4m,myl,,
2/ trouver la force que le couteau exerce sur la
barre.

- -

2.5 (pyan
5 S ALS 1S 5 Alage SSEAY) (o B el
G5 o OsSs adid JRal b cuad) o a1
W) Aabadd) B8a o oy
m, (m2 +m3)l1 =4m,m,l,

ol e cpSull Lgiday 5 8l o f /2

47[1#%7 124>

. A
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Exercice 5.3
Dans cet exercice on néglige les forces de
frottement ainsi que les masses des poulies et celles
des fils que nous considérons comme inextensibles.
Trouver les accélérations des corps de la figure ci-

dessous dans les deux cas (a) et (b) .

-

3.5 oy

5 OES U IS 5 elSiaY) (o 8 degd o<l e

apball ALE e s yies Al da gl

Oillal e S b alind JSA) aleal cle s aa

-(6) 5 (a)

Exercice S. 4
La figure ci-dessous représente un corps dont le

poids est SN et qui repose sur un plan rugueux
incliné de@ =35°. Le coefficient de frottement

statique est 0.80 . On prend g =10ms > .

a/ Quel doit étre I’angle d’inclinaison pour que le
corps décolle ?

b/ Quelle est la force de frottement statique
maximale?

¢/ Quelle est la force normale pour 35° ?

d/ Quelle est la force de frottement statique pour une

inclinaison de 35° 2

-

4.5 (p pad

Gsima o lepnge SN Alf lewa JSE) Gy
Sl Ay Jaas .0 =35° 5 Jile (s
.g=10ms™ 3aL.0.80

¢ amall oty A DU el 495 b L))

HE TR I PO NEL AU -3 0 N Dy

¢ 35° Jae dic Zpalalill 5480 & /7

935° Jaall ie 3 oSl i) 58 o Lo /a

Y
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Exercice 5.5
La figure ci-dessous représente un corps dont le

poids est8 N et qui repose sur un plan rugueux
incliné de@ =35°. Le coefficient de frottement

cinétique est 0.40 . On prend g =10ms ™ .

a/ Quel doit étre I’angle d’inclinaison pour que le
corps glisse avec une vitesse constante ?
b/ Quelle set la force normale pour une inclinaison

de@ =35° 2
¢/ Quelle est la force de frottement pour & = 35° ?
d/ Quelle est 1’accélération pour une inclinaison

de@ =35°?

-

5.5 (p oy

G oo pnge BN Al lawa JSAN Gy
b Soal Ayl ddae 0 =35° o Jile i
g=10ms™ 3:L.0.40
Ao o anall Jiy S A duddl Byl o L )
¢ s
€ 0=35% Jao dic Dpalalill 3480 & L[/
¢ 0=35° e Sl d<aVlsd ak/z
$0 =35° Ja e g Ll 58 L /o

Exercice 5.6
Un corps B de masse 3kg est placé sur un autre

corps A de masse Skg (figure ci-dessous). On

suppose qu’il n’y a pas de frottement entre le corps A
et la surface sur laquelle il repose Les coefficients de
frottement statique et cinétique entre les deux corps
sont respectivement 0,2 et 0,1.

a/ Quelle force maximale peut-on appliquer a chaque
corps pour faire glisser le systéme en maintenant
ensemble les deux corps ?

b/ Quelle est 1’accélération quand cette force
maximale est appliquée ?

¢/ Quelle est I’accélération du corps B si la force est
plus grande que la force maximum ci-dessus et est

appliquée au corps A ? et appliquée au corps B ?

. -

6.5 (p st

A A s o 3kg 4l B oaia g
Alial 25a 5 pie L g (JiuY) 8 JSA) Skg ks
Sales ade Sy @l mhadl 5 Aawad o
sl L Gpesall n (Sl 5 SsS dlsiay)
0,150,235

pen S o Ll (Sadll dualac¥) 3 8 o L /)
flae Gpavall o8 ao dlaall 8135 Js

Saalac V) 5l s Gudait aa g Ll g L [

5l e )Si 38 il 1Y Bavall g s s L [z
didae $4 anall o didas oDlel 5 sSaal dudacY)
¢ Bawal e

B

A

F
< F

Exercice 5.7
On pose une masse 772, Sur une masse 72, , puis on

pose I’ensemble sur un plan incliné d’un angle & par
rapport a I’horizontal. Le coefficient de frottement

cinétique entrem, et m, esth,, et entrem, et la

-

7.5 (ypas
Aaal) Ciay o8 o ALS 38 m, AS Ciaiag
MY Jalra -3 e @ Ay Jle 5 sie Lo
S ol 5 my o5 chy a8 my 5 my on S
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surface inclinée il est h1 .

Calculer les accélérations des deux masses.
Application numérique :

h =2h,=0,3 , m, =8kg ,
m, =5kg , a=60° , g=9,8ms”

hy s
OB e ISl
e (bl
h =2h,=0,3 , m, =8kg ,

m, =5kg , a=60° , 2=9,8ms>

Exercice 5.8
Les masses des corps A4 et B sur la figure ci-dessous
sont respectivement 10kg et 5kg . Le coefficient de

frottement de A avec la table est 0,20 . La masse

de la poulie est négligeable. Le fil est inextensible et
de masse négligeable. Trouver la masse minimale de

C qui empéche A de bouger.

8.5 (ppad
Slo L il <3 e By A pewal) LES
Al oo 4 SSiaV) Jalaa . 5kg 5 10kg ) 5
Joge hadll (g jids LS 5 K4 AU Jagd . 0,20 o
C 2 4 pay) Al g Llaie)) ane 5 4K
1) dleall g s cual a4

Calculer I’accélération du systéme si on souléve C'. LClad)
/ B
Exercice 5.9 9.5 (i pad
Un point matériel de masse m est lancé avec une e e e - Py en aeen
) ) il VA Aoy m @S Apale Adadh (ol
vitesse initialeV, faisant un angle 0 avec

I’horizontale. Il est soumis au champ de gravitation
terrestre.

L. Le tir a lieu dans le vide :

1. Isoler le point matériel et lui appliquer le principe

fondamental de 1la dynamique. Calculer alors
’accélération d (t ) .
Calculer :

2. la vitesse V (l‘) .
3. la position OM (l‘) .
4. la distance O4 .

5. l’altitude maximale z__ atteinte par ce projectile.

II. Le tir a lieu dans Pair :
Le point matériel est soumis a un frottement

e Y Apdlall Jial aads 5 38Y) ae O )

1A Bl A [T

) Jad) ledde Guda 5 Al Al J3e) /1
(1) g ol Vi nal el 2l

JEWR

V5 (¢) de /2

-OM () ga5d) 3

.04 =x_ 4l [4

AR aals 3z aeY) el Y /5

o) ogdl ‘“é e il

aldll  Adaad) goadd

—

- fE—kvgs
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—

visqueux du type f =—k.V :
1. Isoler le point matériel et lui appliquer le principe
fondamental de la dynamique.

dv

2. En remplacant @ par d—, montrer que 1’on
t

obtient I’équation différentielle suivante :

dv . k. _ .
—+—Vv=g.
dt m
3. En déduire I’expression vectorielle de la vitesse

instantanée V (l‘ ) . Montrer que celle-ci tend vers une
.. = _=In
valeur limitev, = g—.

4. En déduire la position OM (l‘ ) Ecrire les
expressions des composantes de ce vecteur.

5. Calculer I’instant f_ pour lequel le projectile

atteint le sommet S de la trajectoire et en déduire les
coordonnées X, et Z_ correspondants.

6/ Démontrer que la trajectoire a une asymptote
lorsque# —> 0.

III. Synthese graphique :

Tracer qualitativement sur un méme graphique la
trajectoire dans les deux cas suivants :

1. le tir a lieu dans le vide (pas de frottement).

2.le tir a lieu dans 1’air (frottement visqueux).

) Ll Lo Bua 5 dalall ddaidll J e /1

c dv _
Se dany Wil o« — a passi [2
ﬂ+£{}:g Al Adialanl) daledl)
dt m

V() dlaall Ao jull Apeladl) 5 lal) i /3
7V, =g*%@=w S s sa oia o g

S0 ke S OM (1) gasdll i) /4
.tla..'i.\\ (Y
S 550 AaNl lgd s ) £ Aaall el /5
cZo o9 X u-ﬁ-\u\.\d\ uﬁ\h}“ @.u.u\ 9 LA‘)M
ot —> 00 Ladie Uy jlie Uad Jiiy lesddl o 8 50 /6

il LM /1T

G ookl Gl e jladl Gl JSE
1ol

(ASn) dsm 5 aae ) & e A /1

Sz ) ASial dgm g )e) sell & e A /2

Exercice 5.10
Une demi sphére de rayon R =2m et de centre O
repose sur un plan horizontal. Une particule de

masse 7 , partant du repos du point M|, situé en haut

de la demi sphére, glisse sous 1’action de son poids.

1/ Ecrire I’équation différentielle du mouvement de
la particule au cours de son glissement, sachant que le
coefficient de glissement sur la surface de la sphere

est U.
2/ En négligeant les frottements :
a/ démontrer que la vitesse acquise au point M

défini par Dangled = MOM, est donnée par
’expression v = ,/2Rg (1 —COS 49) ,
b/ en déduire alors I’angle 90 sous lequel la particule

quitte la surface de la sphére, discuter le résultat,
c/ calculer la vitesse V,, correspondante.

3/ Au moment ou la particule quitte le point M avec

10.5 (p pad

O WX 3 R=2m ki canis S g
OsSall (e Ll e 310 L S 6 siue o
Caai o 848 ) M) adaiil e LlE il cans
RPN

Ll dapuall o2a AS jal Aloalal) daleall (o) /1
cha o YY) Ayl Jabee of Lde LY
U o s S

rdliay) Jlaabs /2

A gl M dkdd die 4l de sl o G /)
Wal,  Jha 9=MOM, i

cv:JZRg(l—cosH)

el e A ) Ryl joie Bae i [
44;.1343\ u,é\.a 43_)55\ C.Lu.n M| JJU:J

m\}d\ Vo R.c)..di u.u;\ /C
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la vitesse V,, , on demande :
a/ de trouver la vitesse V instantanée en fonction
deg,R,v,,0,.t,

b/ les modules des forces tangentielle et normale.

voa.c)..d\._a M A&l PONWEN| 5 jalea 2ic /3
flly

Ge oyl ey )
‘g:Rav():e()at

SAgalalil) 8 g8l) 5 dsulaall 3 g8l Sad fo

AVa A ,all ksl oy

Exercice 5.11
La fusée « Apollo » effectue un voyage de la terre a

la lune. La lune est a la distance 3.84X10°m de la
terre. La masse de la terre est5.98%10* kg tandis

que celle de la lune vaut 7.36 X10** kg .

a/ Quelle est I’intensité du champ de pesanteur de la
terre lorsque la fusée se trouve a mi-chemin entre la
terre et la lune ?

b/ Quelle est I’intensité du champ de pesanteur de la
lune lorsque la fusée se trouve a mi-chemin entre la
terre et la lune ?

d/ Quelle est I’intensité du champ résultant du champ
de pesanteur de la terre et celui de la lune lorsque la
fusée se trouve a mi-chemin entre la terre et la lune ?

e/ A quelle distance du centre de la terre le champ
résultant des deux champs terrestre et lunaire
s’annule-t-il ?

11.5 (p pad
oAl G e Al el s &bl
A< . 3.84x10°m Al LY e el day
el A Ly 598x10%kg =Y

.7.36x10% kg
058 Leavie Lo Y1 duilall Jia 32 4 L))
¢ ol 5 V) G s ) Caatia g jlal)
058 Leve el Lol Jia s 4 L [o
¢ el 5 g ¥ o Ala ) Chaiie g sl
jMJY|MJM\ds;ucC_1LJ| ds;]\aj.u‘;%ba/c
Caaliia (A g ball 58 Laie 4 il 43l Jas
¢ el 5 a1 G sl

gl Jial axety ¥ S e (e 2 gl e/
$ sl pa ) Gila oo

Exercice 5.12
On dispose de deux ressorts linéaires identiques de

longueur au repos / . Chacun, soumis & un poids E) ,
prend un allongement/,, déterminé par leur raideur
commune k. On suspend un poids F, a T'un des
ressorts et on tire horizontalement le poids a 1’aide de

’autre ressort que 1’on tire avec une force variable F .
Le premier fait alors un angle & avec la verticale.
Pour chaque valeur de « correspondant a une

force F' , le ressort (1) prend un allongement ll etle

ressort (2) un allongement/,. Calculer les

allongements /; et/, en fonction de & et [ .

12.5 (p sal

[ legia S Jsh (nfilaie gudad (s o jign
uh Pl Lgie JS gy g oS Al
Glad L hAS ldl Lagiip e by 3aaaa o) AUl
O iay . 5y 55k adad oM AY) (il
Loulie @ dad S ol e AL e iy
(2) a5 f— (1) gl Jdiiy ¢ Fasl
-lo_j a Ny 12_5 ll ollaiay) u.u;\ .12—_1 ‘;_al_d\




Dynamique du point matériel

162

dgalal) Al &y a3

Exercice 5.13

On donne le vecteur position ~ d’un corps de masse

Okg :7 =1.(3*—6t)+].(-4r>) + k(3¢ +2)(m)

Trouver :
a/ la force F' agissant sur le corps,

b/ le moment de F' par rapport a I’origine,

¢/ la quantit¢ de mouvement p du corps et son

moment cinétique par rapport a 1’origine,

- _dp . _dL
d/ vérifier que F' = 4 etque 7 = —.
dt dt

13.5 (i pal
1 6kg AL anial aia gal) g lad any
F=0.(30—6t)+ j.(-4r ) +k. (3t +2) (m)
1aa
caall e s isd)l Fos sl /)
daall iy F e /o

Ly (Soall dade 5 aall p A Al 4 [
“J.LAB
_ dZ - dp
T== s F=—"_ &t /s
dt a0 =t

Exercice S.14
Un pendule est constitué¢ d’une masse #2 accrochée au

point M a un fil de masse négligeable et de
longueur /. Le fil est repéré par rapport a la verticale
par I’angle orienté #. Le mouvement s’effectue sans
frottement.

1/ Exprimer dans la base (O,Lt ”9’ )la vitesse

de M par rapport au référentiel R .
2/ Etablir 1’équation du mouvement en utilisant le
théoréme du moment cinétique dans chacune des deux

bases(O,ur,ug,uZ) et(O,ux,uy,uz). Démontrer

qu’elles sont équivalentes Retrouver cette méme
équation en appliquant le principe fondamental de la
dynamique.

3/ En considérant des oscillations d’amplitude 6, ,
trouver 1’expression de la tension du fil lors du
passage du pendule par sa position d’équilibre. Quelle

est donc la condition sur la tension du fil pour que
celui-ci ne casse pas ?

14.5 (o pad

Bal M ARG b e mAS (e 5 05K
Ailly (e bl pase [alsh 5 dlege ail
ClSial g A Al 5. Qdga sall Ay 3l J Bl

o (0, iy, )mun S e [
R g sall Lilu M Ae

GSaY a el 4 ks Jlerinl 45 ja)) il g /2
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Exercice 5.15
Deux boules identiques, assimilables a deux points
matériels de massem, sont fixées aux deux

extrémités d’une barre AB de masse négligeable et de
longueur 2d . Cette barre, astreinte a rester dans le

plan (OX, OY), est articulée en G a une tige OG

de masse négligeable et de longueura. Le

mouvement est repéré par les angles 6, et @, (voir
figure).
Calculer directement le moment cinétique L, du

systtme par rapport au point O  en fonction

dem,a,l, 0, et 0,.

15.5 (y pal

3 Gfiaale (el Leguia jids (Bl ()1 S s
2d sk 5 Alege S AB Capmd Jlgs b o ALS
(OX,07) s siudl b elid) o padl Canaill 13
O a el sk 5 Alege LS 3lu g G (b Jomiaia ¢
(dsa) h) 6, 5 6, o g b AS Al

Ay Alall Iy Soal odall 3 dle ol
-0, s m,a,l,0 Ny Oikiall

Exercice 5.16

Un point matériel M , de masse m , lié par un fil
inextensible de longueur / a un point fixe 4 , tourne
avec une vitesse angulaire constante @ autour de
laxe AZ .

1. étant I’angle que forme AM avec la verticale,
calculer la tensionl” du fil puis I’angle o en

fonction de m, g,let@.

2. Calculer en coordonnées cylindriques d’origine O
I’expression du moment cinétique de M par rapport
ad.

Vérifier que sa dérivée par rapport au temps est égale
au moment par rapport 3 A de la résultante des forces
appliquées a M .

16.5 (3 pad

HE e by dlase om LeliS M Apole Adals )5
AZ jodl Jon cAdal dhs )[4k saall
L0 ARG A ) Ay

o AM s A B30 4 oS 1Y /]
aig N & ball T pal cwal oJgLED
L0 s m,g, ANy
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Exercice 5.17
Un pendule simple est suspendu au toit du wagon
d’un train qui roule en ligne droite sur un terrain plat a

une vitesse de 120km.h™" . Un passager s’apercoit que
le pendule dévie subitement vers la droite, faisant un
angle =10°%avec la verticale; il conserve cette

position pendant 30 secondes, puis revient a la
verticale.

1/ Comment
pendule ?

2/ Calculer le rayon de courbure.

3/ De quel angle le train a-t-il tourné ?

Onprend g =9.8m.s 7.

interprétez-vous la déviation du

117.5 (p oyl
ba o o Ul 4 e i () Blee s Gl 58
Lol L 120kmh ! A s Ay siase dpi ) (3 s
liba copadl pad slad Gajany gl o il
ol 1w e By ¢JALE e @ =10°4) )
dﬁhﬂ\ LA\ g (Jl ¢anlh 3032

SO (e (il il jal i CaS /]

celiad¥) Hhl Caal cawal /2

¢ )il Lgy il 3 A4 30 o L /3

.2 =9.8m.s* b

Exercice 5.18
Une corde de masse M uniformément répartie sur sa

longueur L  (figure ci-dessous) peut glisser sans
frottement sur la gorge d’une poulie bloquée de trés
petit rayon. Quand le mouvement

2
commence BC = b . Montrer que lorsque BC = 3 L,

I’accélération est a= et la

vitesse V = z—g(bL -b* —EL
L 9

Application numérique : L =12m et b ==Tm

18.5 ( pad
Jl) Ladgh Jo oUsul de jgo M IS Ja
5% e o lSial oo YY) ey (JiY) A
Ladie .Jan jiua hi Caal i) o) jsall ALE e

‘ BCZ%LLAA.’J Ay BC =b 58 48 jall fag
it Aoyl B e az%ﬁt}wﬂ‘ ol

V= \/z—g(bL—bz —ELJ
L 9

- b=Tm 5 L=12m :g2c Guki
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Exercice 5.19
Un point matériel M de massem se déplace sans
frottement sur la surface intérieure d’un cone de

révolution d’axe (OZ ) , de sommetO et de demi
angle au sommet ¢ .

A Dlinstantf , M, a pour coordonnées
cylindriques(ro,go,zo). Dans la région considérée,
l’accélération de pesanteur g sera considérée comme

uniforme. Le référentielR(O,ﬁr,ﬁ(,,ﬁz) est

galiléen.
1/ Montrer que la cote du point M , notéez , est
. )
donnée par:z =r—.
To

2/ Appliquer la relation fondamentale de Ila
dynamique dans R et la projeter sur la base locale des

coordonnées cylindriques (ﬁr 7] 0> u, ) . Ecrire le
systeme des trois équations différentielles obtenues.
3/ Déduire la relationd = f (ro,vo,r ) de

I’expression de la composante orthoradiale de
’accélération du point M .

4/ Mettre 1’équation différentielle d’intégraler(t )

sous la forme :
.. A(I”O,VO,ZO)
r+—r3 :B(ro,zo,g)

5/ Pour quelle vitesse initialev, = f (Z0 , g) le
point M a-t-il un mouvement circulaire uniforme de
rayon  sur le cone, autour de 1’axe (OZ) ?

6/ Multiplier par2 ~ les deux membres de 1’équation
différentielle de solution 7 (l‘ ) et I’intégrer une fois

par rapport au tempsf. Présenter [’équation
différentielle obtenue sous la

-2
forme : 7° —f(ro,vo,zo,r,g).

19.5 (pyad
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Exercice 5.20

Une particule de chargeq et de massem , se
déplagant avec une vitesse V dans un champ
électromagnétique ( (le champ électrique étant £k et

le champ magnétique B i ) subit une force de la
forme : F :q(E+\7/\E).
On suppose E et B constants en module et sens.
Montrer dans ce cas que la particule se déplace dans
le plan yOz selon une trajectoire en forme de
cycloide d’équations :

y(t) =a(¢9—sin6‘)et z(t) =a(1—cos6).

m
Aveca =— etl =
q

qB . L
—— . La wvitesse 1n1t1ale est
m

nulle.

20.5 (i pad

& VA m @ 5 g lgind A & al
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Corrigés des exercices de 5.1 a 5.20 20.5 1.5 (e op ol

Exercice 5.1 :

a/ Puisque le mouvement est circulaire, la vitesse lin€aire du corps est : m
Convertissons la vitesse angulaire dans les unités du systéme international :

10.6,28
w=—"""=1,05rad.s™"
Calculons le rayon du mouvement circulaire qu’effectue le corps autour de ’axe EE"' :
r=1sin60° , r=4,5.0,87=r=3,9m
D’ou: v=1,053,9=|v=41ms"
b/ Calcul de I’intensité de la force de réaction du plan sur le corps: le corps est en
mouvement circulaire uniforme sous ’action de forces dont la résultante est une force centrale
de modulem®” . Projetons les différentes forces sur les deux axes (voir figure).
P+T+R=mo’ri

T.sina —R.cosa = ma’r — (1)

P—Rsina—-T.cosax =O—>(2)

E
yl
60°=a f 777777777 R . .
3 i7 /R
X < <TX @ > x!
- < D Rx
A 4
£ vy
Eliminons la tension entre les-deux équations (1) et( 2) pour obtenir le module de la
réaction :
T.sina _ R.cosa+ma’r o = R.cosa +ma’r
T.cosa P—-R.sina & P—-Rsina

R:m(g.sina—a)z.r.cosa) —(3) ;

¢/ La tension du fil peut étre calculée a partir de I’une des deux équations (1) ou (2) :

2
T:R.cosa+ma) r _)

sin
p=PzRsma N
CoSso

La différence entre les deux valeurs de la tension est due a la valeur approchée que nous
avons prise pour chaque cas.

d/ La vitesse angulaire nécessaire pour que la réaction du plan sur le corps s’annule est
déduite de I’équation (3) :

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST
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R :m(g.sina—a)z.r.cosa) =0

.Sina .Sina
=5 =& =lo=,|—% 1

r.cosa Ilsina.cosa lcosa

,lo=2,1rad.s”

Exercice 5.2 : AR

1/ Nous représentons toutes les forces
agissant sur le systeme. L’¢équilibre du systéme - O [, ——>
est vérifié si la somme algébrique des moments A4 B
des forces appliquées sur la barre par rapport a 7Y

) L. —_
I’axe (le couteau) est nulle, soit : 7, = Ti/a AT -

Pour calculer I’intensité de la tensionT ,
on doit calculer d’abord ’accélération des deux
massesm, et m, par rapport a la poulie en P

rotation sans translation. Pour cela on applique
la relation fondamentale de la dynamique :

P-T =m,.a m., —m
343 3

Sla=——2=2¢g
-P+T,=m,.a m, +m,

D’ou:

P-T,=ma=T, =m3(g—a)

—P,+T, =ma=T,=m,(g+d)
- =|T =4
a:ug gm2+m3
m, +m,
T=T7,+T1, , T=m2(g+a)+m3(g—a)
Pourm, : B =T,

D’apres le théoréme des moments : 7

fa = Tan = 04 =T,

Etalafin: mgl = 4gM.l2 = |m, (m, +my) 4, = 4m,m, 1,

m, Tm;,
2/ La force appliquée par le couteau sur la barre est égale a la résultante des deux forces

R=g|m + MM
m, +m,

paralléles 7 et fl:

|
|

]

11
g

~
U

Exercice 5.3 :
Premier cas : (voir figure ci-dessous).
Nous sommes en présence d’un exercice de dynamique associé au mouvement relatif.
Commencons par appliquer le principe de la relation fondamentale aux masses m, , m,

et m,:

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST
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_;:m]al ~ ~
_; + _; = ms.a; T]f mla]
B+T, =ma|< 2P, +T, =2m,.q,
f;z}zlj 2P, +T =2m,.d,
2
1| - -

|

Premier cas Deuxiéme cas

Nous connaissons la loi de composition des accélérations pour le mouvement relatif de
translation (sans rotation) :a, =a, +a,. L’accélération d’entrainement est égale a

I’accélération de la poulie en translation, c'est-a-dire a I’accélération de la masse m, (ﬁe = 51) .

Quant a I’accélération relative 'a elle est commune aux deux masses m, et m, .

En tenant compte du sens indiqué sur la figure :
Pour la masse m, ’accélération absolue est: a, =a, —aq,

Pour la masse m; I’accélération absolue est: a, =a, +q,
Par projection, nous pouvons écrire :
I, =ma, — (1)
1, -2P, =2m, (ar —a]) —)(2)
-1, +2P, =2m, (a,, +a1) — (3)

Nous venons d’obtenir un systéme d’équations a trois inconnues. L’accélération relative
commune est déduite de 1’équation (3) :

_ 2myg —2mya, —mya,

g|—(4)

I

2m,

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST
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Remplagons a par sa valeur tirée de l’équation(2) pour trouver l’expression de

I’accélération a, de la massem, :

dm,m

—_ 2°7"3
a, = g —)(5)
mm, +mm, +4m,m,

Revenons a 1’expression (4) pour calculer D’accélération relative en remplagant

I’accélération absolue par sa valeur que nous avons trouvée dans 1’équation (5) :

m.m, —mm
a 371 172

r

g|—(6)

mm, +mm, +4m,m,

Il devient facile maintenant de déduire les deux accélérations restantes a, eta, .
L’accélérationa, de la massem, :
m,m, —m,m 4m,m
a,=a —a ; a,= 3 142 _ 234
mym, + mm, +4m,m, mm, + mms+ 4m,m,

_ mymy —mym, — 4nym;

a,

mm, + mm; +4m,m,

L’accélérationa, de la massem, :

_ mym, —mm, 4m,m,

a,=a ta ; a,=

+
mymy + mmy +4m,m, mm, +mm, +4m,m,

g, = — M, +4m,m,
3

m,my +mm, +4m,m,

Deuxiéme cas : (voir figure ci-dessus)
Nous commengons par appliquer la relation fondamentale de la dynamique aux masses
m, , m, et my:

izmlql ~
P3+Q3=m343 Iy =ma,
p+T. =m,a, < 2P, +T =2m,.d,
L 1. 2P, +T, =2m,.qd,
Tz: 3251

Comme dans le premier cas a, =d, +a,. L’accélération d’entrainement est égale a
I’accélération de la poulie en translation, c'est-a-dire a I’accélération de la masse m, (ﬁe = 51) .

Quant a I’accélération relative a elle est commune aux deux masses m, et m, .

En tenant compte du sens indiqué sur la figure :

Pour la masse m, son accélération absolue est: a, =a, —q,

I

Pour la masse m, son accélération absolue est: a, =a, +a,
Par projection, nous pouvons écrire :
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1, =ma, —> (8)

1, -2P, =2m, (ar —al) - (9)

~T, +2P, =2m,(a, +a,) > (10)
Nous venons d’établir un systéme de trois équations a trois inconnues.
Nous en déduisons 1’accélération relative commune de I’équation (9) :

0= (m] —2m2)g—(m] +2m2)a1 g _)(11)
2m,

En remplacanta par sa valeur dans l’équation(IO) nous trouvons ’expression de

I’accélérationa, de la massem, :

_ dm,m; —mm, — m;m,

1

— (12
mm, +mm, +4m,m, & ( )

En revenant a l’expression(l 1) nous calculons I’accélération relative en remplacant

I’accélération absolue par sa valeur que nous venons de trouver dans 1’équation (12) :

4 2mym, —2m,m,
.

g|—(13)

mm, + mm, +4m,m,

Il est facile a présent d’en déduire les deux accélérations manquantes.
Expression de I’accélérationa, de la massem, :

2mym; = 2mm, ~ Amymy —mym, —mym,

a,=a.—a, ; a,=
" + +4m,m mm, + mm, +4m,m
m,m, ¥ m,m; UL 1M, 117 211,

L 3mm, —mm, —4m,m,

a,

m,m, +mm, +4m,m,

Expression de ’accélération a, de la masse m, :

2mym, —2m;m, 4 dm,m, —mm, —mm,

a,=a.ta ;.a,=
mm, + mm, +4m,m, mm, +mm, +4m,m,

g = dm,m; —mm, —3m;m,
3
mm, + mm, +4m,m,

Exercice 5.4 :
a/ Angle d’inclinaison nécessaire pour que le corps décolle.
Quand la force de frottement statique atteint sa valeur maximale pour un angle de
décollage §,, appelé angle de frottement et qui est un angle limite, elle s’équilibre avec la

composante du poids I3x , & ce moment 1a, le corps décolle :
Somax =B, =mgsin,
Somax = HN =|tg6, = U| , tgb6, =0,80= |6, =38,66°
N =P, =mgcos6,

b/ Intensité de la force de frottement maximale :
-/:\',max = ILIN > ./:v,max = 3’13N
¢/ La force normale pour I’angle 35° :
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N=P, =mgcosd| , [N =4,IN

d/ Force de frottement pour I’angle 35° :
f. =P =mgsinb| , |f. =2,87TN

Exercice 5.5 :
a/ Angle d’inclinaison nécessaire pour que le corps se déplace a vitesse constante, cela
veut dire que la somme des forces doit étre nulle :

f.+P+N=0
Par projection sur les deux axes, il vient :
P —f =0=>mgsing,=uN
P —N=0= N =mgcosb,

= [1g6, = 1], 1g6, =0,40 , [4, = 21,8°

b/ Force de frottement pour I’angle 35° :

N =6,55N|
¢/ Force de frottement cinétique pour 1’angle 35°:
f.=UN|; |f.=2,62N

d/ Accélération pour I’angle35° :

mgsing—f =ma= % ,la=2,46 N

|N:mgcosé?

b

Exercice 5.6 :
a/ Pour que le systeme glisse, tout en maintenant ensemble les deux corps, il faut que les
deux corps aient la méme vitesse, donc la méme accélération par rapport au plan fixe.(Du

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Dynamique du point matériel 173 dgalal) b3l &l A

point de vue du mouvement relatif, il faut que 1’accélération absolue du corps B soit égale a
I’accélération d’entrainement du corps A4 ).

Soit /', la force qu’il faut appliquer sur le corps 4 pour que le systéme glisse tout en
maintenant les deux corps ensembles. Figure (a)

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique pour calculer ’accélération des
deux corps :

Pour le corps 4 :

S - F
F+P+N=(mA +mB).a , F=(mA +mB).a:>a =——>(1)
—
0 m,+mg
Pour le corps B : par rapport au repére fixe il est en mouvement, mais par rapport au corps
Ail est au repos. C’est pour cette raison que la force de frottement agissant sur lui est une
force de frottement statique. On peut donc écrire :

_f:v,max,A = mA -a

— _ “Hm -
f;,max,A _IUSNA =a _m—Ag:a __ﬂsg_)(z)
N,=P,=m,g !
Pour en déduire la force, il suffit d’égaler les deux équations (1) et (2) :
F
a=———=-ug=|F=Uu (mA +mB)g , [F'=15,7TN
m,+m,
Vb o
]_f;’B J ‘ B ‘ —> + B 4_,’ +
4 —>F A4 | [
Fy
P P
(a) (b)

b/ Accélération du systéme quand on applique la force F :
Par rapport au plan de glissement il n’y a pas de force de frottement. Le systéme est donc
soumis au forces P, N' et F . Figure (b)
La relation fondamentale de la dynamique nous permet d’écrire :
P+N=0
=|a =L , la=1,96ms™
F:(mA+mB)a (mA+mB)

¢/ Accélération du corps B, par rapport au corps 4, si la force est appliquée sur le corps
A (figure (c)) :

ANB N, )
J:cB B —>+ B ];B‘ B E
< P _F> P —+
A\ Yo
P P,
© @ °

Le corps B est soumis 4 trois forces P,, N, et fc  (force de frottement cinétique, car le
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Corps B est en mouvement par rapport au corps 4 ). Le corps 4 qui est soumis a la
force F porte le corps B .
Appliquons la relation fondamentale de la dynamique au corps B :

B,+N,=0

. =maa

o T o g = B8 T =T pg], [at=—0,98ms
¢,B :ﬂcNB mB
Ny =myg

Le signe négatif indique que le corps est attiré dans le sens contraire de celui du
mouvement.

L’accélération du corps B si la force qui lui est appliquée est la méme (figure (d)). Dans
ce cas le corpsB est soumis a quatre forcesP,,N,,F et fc s Appliquons la relation

fondamentale de la dynamique au corps B :

P+N=0
F—f. z=mza" F—
fc,B B an;ﬂ , la"= +0,98ms72
s TN, mg
Ny =myg

Le signe plus indique que le corps B est attiré dans le sens du mouvement.

Exercice 5.7 :
On applique la relation fondamentale de la dynamique aux deux masses :

B+N+Ny+ [+ f, =ma
132 +N 2 ]?2 =m,d,
On projette les relations sur I’axe parallele au plan incliné :
mgsino — f, = f, =ma, —>(1)
mygsina, — f, =ma, - (2)
On exprime les deux forces de frottement cinétique :

hi=h (N] +N2)

N, =mgcosa |= f, :h1g(m] cosa +m, cosa)

N,=m,gcosa

=h,N
Sr =hN, = f, =h,m,gcosa
N, =m,gcosa

On remplace les forces de frottement cinétique dans les deux équations (1) et (2) pour
obtenir les deux nouvelles équations :
m,g sina —m,gh, cos o —hlg(m1 cosa +m, cosa) =ma, —> (3)
m,gsina, —h,m,g cosa =m,a, (4)

On en déduit maintenant les deux accélérations a partie des équations (3) et (4) :
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a, =g(sina—hcosa)—"2gcosa(h +h)|—|a =3,53ms>
1 1 m 2 1 1
1

a, =g(sina—h, cosa)| - |a, =7,79ms™

Exercice 5.8 :
Pour calculer la masse du corps C, nous avons représenté sur la figure (a) toutes les forces
agissant sur le systeme. Les conditions de décollage, c’est a dire pour que le systéme entame

son mouvement, est 7= f, etT' =P, :

T:f;,max

T=P,=m g m —/jsm

fs,max};ﬂsff’ — mC:—( 5 P’ i) , [m. =15kg
N:PAI(mA+mC)g

Lorsque on enléve le corps C (figure(b)), nous obtenons 1’accélération en appliquant la
relation fondamentale de la dynamique au systéme :

m, — m
Py =ma o= TAM)E e
fo=tm,g A
c c 54
N b
<kl ; - IoT
Tug Al =y oS | I e — =
o Vi - T
VA+C _ v PA ~
T T
(a) (b)

R
!

—
|

>+
S

Exercice 5.9 :
I/ Lancement dans le vide :
1/ Faisons I’inventaire de toutes les forces et faisons un schéma, puis appliquons la
relation fondamentale de la dynamique. La seule force qui agit sur le point matériel est son

poids P . Donc :

ZﬁIﬁZmﬁ

=|la=g=-gu,

P=mg

2/ A chaque instant v =V _+V,
Suivant I’axe des X', le mouvement est rectiligne uniforme :
Zﬁx =0=>v, =v,, =v,.cos60 - (1)

Suivant I’axe des Z , le mouvement est rectiligne uniformément varié :
9
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ZFZ =P=mg=a, =—-g=Cte
v, =—gttv,, :—gt+vosin0—>(2)

Le vecteur de la vitesse instantanée est donc :

V=v i, +v_ii, = |V =v,.cos 0., +(—gt +v,sin).i. | (3)

1/_[2
3/ Intégrons I’expression (3) pour obtenir le vecteur position oM (t) :
dom
dt

V= :Ofdo—M =j[v0.cos9.ﬁx +(—gt +v,sin ) i, Jdt
0 0

— ~ 1 . _
OM =|v,.cosO.t |ii, +| ——gt* +v,sin O |, —>(4)
%,_/ 2

X

z

4/ Le projectile atteint sa portée lorsque sa hauteur s’annule(z = 0) . Calculons en premier

lieu I’instant pour lequel (z = O) :

0
1 . .
—Egt2+vosm9.t20:>t= 2v,sin@
g
Remplagons le temps dans 1’équation de la coordonnée x pour trouver la portée :
2v;:sin 6.cos & v;.sin26
x=vy,cos0t=x = B
g g

5/ Le projectile atteint son apogéez . lorsque la composante verticalev, de la vitesse
s’annule. Cherchons I’instant pour laquelle cette vitesse s’annule et cela a partir de
1’équation(2) :

) v, sin @
v, ==gt+ty,sinf=0=>r=-"——
g
Remplagons maintenant le temps dans I’expression de z de l’équation(4) . Nous trouvons :
_v.sin’ @
max 2g

II/ Lancement dans 1’air :

1/ Dans cette partie : le projectile est soumis a deux forces : [P+ f =ma

2/ Retrouvons I’équation différentielle :

P+fq:ma _ ﬂ+£‘7_~ _)(5)
5:ﬂ da m £
dt

3/ On en déduit directement I’expression vectorielle de la vitesse instantanéeﬁ(t) en
résolvant 1’équation différentielle précédente. Sa solution est:

Reste la détermination de la constante 4 que nous allons déduire a partir des conditions
initiales qui sont : ¢ =0,v =V, ;d’ou:

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



alal) Ay oy a3

Dynamique du point matériel

3/ Donc :

k
V :(vo —gﬂjem’ +§% —(6)

La valeur limite est celle pour laquelle le temps tend versco, on obtient de

I’équation (6) : |7, =§%

Introduisons cette valeur limite dans 1’équation(6) pour obtenir :

k
—t

k
§=(§0_~mje‘m’+§ﬂ e [F=(7-7,)e " +5,|>(7)

S A

Exprimons maintenant le vecteur vitesse en fonction des vecteurs unitaires i _ et i,

Vo =V,cos0u_+v,sinbu_

~ - m
v, =g—
! gk ij:_g%ﬁzij:‘g%

g =—gu,

-—t
V= [(vo cos@.i_+v,sin Q.uz) +vL.uZ]e "=V,

k
V= (vo cos 9) em u, + =y, + (vo sinfd+v, ) e u,

V.

z

VX

4/ Pour obtenir I’expression du vecteur position il suffit d’intégrer l’expression(7) de

la vitesse :
. _dOM _, i ., -
7 = (¥ —vy)e mt"'VL
oM w,_ _k, . m _k,
desz{(vo—vL)e m +vL}h = 0M=(170—17L);(1—e " ]+\7L.t —(8)
0 0
- kY K !
OMz[(fzo—TzL)(——je m +vL.z}
m 0

Pour obtenir les composantes de OM , nous développons l’équation(S) et puis nous
remplacons V, par ses composantes et v, par sa valeur, comme nous l’avons fait pour

I’expression de la vitesse instantanée, et enfin ordonnons 1I’équation obtenue.

k
-t

OM = [(vo cos@ii_+v,sin H.ﬁz) +v, .ﬁz}%[l -en" j—vlt.ﬁz

k k
OM = (vo cos 9)%[1—emt}7x +|:—vL.t +(v0 sin9+vL)%[1—emtﬂﬁz

On arrive aux composantes :
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k k
x(t):%"ocose[l—e_mt] ) Z(t):%(vosinH+vL)[1—e_mtJ—vL.t—)(9)

5/ Le projectile atteint son apogée quand la vitesse verticale s’annule. Cherchons
d’abord I’instant pour lequel cette vitesse s’annule :

k
77[.(‘
v :—vL+(vosm0+vL)e " =0

z

_k, _k,
em’ :V—L:e m’ :V—L
V,sinf+v, V,sinf+v,

-k, v, k v,
Ine” =n| ——— |=>—t, =-In| —————
Vosin@ +v, m Vv, sin@ +v,

t, =£1n(1+ﬁsin Qj

m v,

Revenons aux deux équations horaires (9) et remplagons le temps par la valeur que nous

venons de trouver :

km Vo .
_m —;zln[H—sm 0)
x, =—v,cos8|1-e

k

m 1
X, =—y,cos@|1-
v, .
1+ %sin@
vy

m ~£%ln[l+v—°sin6’j m ”
z,=—(v,sin@+v, )| 1-¢ " e —v,.—In| 1+-"sind
k k v,

zs=ﬂ(v0sin9+vL) 1—; —vL.ﬂln(1+ﬁsin0j
k 1+ sin g k Vi
Vi
zs=ﬂ(v0sin6’+vL) ﬂ —vL.ﬂln 1+ sing
k v, +v,sind k v,

zZ :%vo sinf-v, %ln(l+v—°sin 0}

195

k k
x(t):%vocosﬁ[l—e_mt] , Z(t):%(VOSin0+vL)[1_e_mtJ—VL.t:(8)

6/ Cherchons dans 1’expressi0n(9) les limites dex(t) et z(t) quand t > o :

x(1) . =%v0 cos@=A=x(1)  =4-(10)
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Z(t)t—wo I%(v0 sin9+vL)—vL.t:>z(t)t_m =—v,t+B —)(1 1)

B
On en déduit de 1’équation (1 1) que lorsque ¢ — oo le mouvement du projectile devient
rectiligne uniforme, donc la trajectoire a une asymptote quand ¢—oo dont I’équation
est(lO) .
III. Synthése graphique : les deux graphes montrent la trajectoire dans les deux cas
considéres.

z z

m
X, =—v,cosd
k

“ v

Q
'
o

|
@) \ \

Trajectoire du projectile \ Trajectoire du projectile \
dans l'air | dans le vide

Exercice 5.10 :
1/Le mouvement en présence de frottement :

La particule est soumise a trois forces, son poidslB ,la réaction N de la surface de la
sphére sur la particule et la force de frottementf . A partir de la figure (a) ci-dessous, et en
appliquant a relation fondamentale de la dynamique nous pouvons écrire :

+f

ﬁ+ﬁ+f=mﬁ:>m§=l3+
t
Projetons les forces sur les deux axes MT' et MN :

=

dv dv
P—f=ma,=m— S mgsinf—f =m— — (1
T f T dt g f di ()

2 2
-N+P, =ma, =m%©—N+mgcos€2m%—>(2)

L’expression de la force de frottement cinétique est :

J=UuN 2
2| = f=U| mgcos@—m—
N=mgc056’—m% 4 { & RJ

Remplagons dans l’équation(l) pour obtenir I’équation différentielle du mouvement :

v dv
megsin@— | mgcos@—m— |=m—
. u( . Rj .

dv u , .
——"—v  =g(sin@— cosl
M Heos0)

2/ Mouvement sans frottement :
a/ Revenons a 1’équation (1) en supprimant f et en simplifiant par la masse :

dv dv
——gosinf@ =0 —=gsinfd
a © i ©
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On multiplie les deux membres pardé , sachant que% —w =% :
ﬁdv =gsin6.do
dt

o_ v = vdv = gRsin 0.d6 — (3)

dr R
Intégrons les deux membres de l’équation(3) sachant que le domaine de variation de &
est[O, H] , celui dev est [O, v]:
v 7 ' 1 5
jvdv = gstm H.dﬁzzv -0= —Rg(cosH—cosO)
0 0
On obtient finalement :

v* =2Rg(1-cos0) =|v=/2Rg (1-cos8)| — (4)

b/ Recherche de la valeur angulaire §, pour laquelle la particule quitte la surface de

la sphére : cela se produit lorsque la force de réaction N s’annule.
Revenons a I’équation (2) et calculons N :

2 2
—N+mgc0s6’:m%:>N=mgcosé’—mE

On remplace v’ par sa valeur pour aboutir & :

N=mgcos€—mwj N=mg(3cos€—2)

D’ou I’angle recherché est :
mg(3cosf,—2) =0= cosf, =2/3 =6, =48°

Discussion : D’aprés 1’expression obtenue, ’angle 6, ne dépend ni de la masse de la

particule, ni du rayon de la sphere, ni de 1’accélération de pesanteur, avec pour condition v(O)

nulle.
N.B:Sivy, #v (O) v, étant la vitesse avec laquelle la particule quitte la surface de la
sphére.
v(O) : La vitesse absolue.

Dans le cas ou la vitesse initiale n’est pas nulle, on peut démontrer que :

Dans ce cas I’angle §, dépend de v(O) , Ret g mais reste indépendant dem .
¢/ Calcul de la vitesse correspondante :
v; =2Rg(1-cos6),)
cosd, =2/3

3/ Etude du mouvement lorsque la particule quitte la surface de la sphére.
Nous sommes en présence du mouvement d’un projectile dans le champ de
pesanteur terrestre.
a/ On étudie le mouvement dans le repere MXY (figure(b)).
Suivant I’axe des X : le mouvement est rectiligne uniforme :

= v, =\/2Rg (1-2/3) , |v, =3,65ms""
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Zﬁx =0=>v, =v,.cos6, —> (5)

Suivant ’axe des Y : le mouvement est rectiligne uniformément varié :
Zﬁy =13=m§:>ay =g=Cte
v, =gt +v,sinf, - (6)

Passons a I’expression de la vitesse instantanée du projectile :

2 .2 2
vi=voty)

v; =2Rg(1-cos b))

=|v= \/gztz +2gv, sin .t +2Rg (1-cos 6,

'Y
(a) (b) (c)

L’expression du vecteur vitesse est donc : [V =v,.c086,.0 + ( gt +v,sin 6, )]

b/ Intensités des forces normale et tangentielle : figure (c).
Force tangentielle:

mg(gt+v0sin6’0)

F,.=m.a, =mﬂ:> F. =
dt \/gztz +2gv,sing,.t +v,

2
Force normale : Il n’est pas conseillé d’appliquer la formule F), = m>— car le rayon
r

de courbure est inconnu, a ne pas confondre avec le rayon R de la sphere !!
s 3 .5 =, _ 2 2
Cette force est calculée a partir de la relation : P =F, +F, = |F, =P  —F;

D’ou:

Fo= mg\/l— g’t* +2gv, sin 6.t +v] sin® 6,
N .
g’ +2gv,sin@,.t +v]

Exercice 5.11 :
a/ Intensité du champ de pesanteur terrestre quand le satellite est & mi-chemin entre la
terre et la lune :

g

b/ Intensité du champ de pesanteur lunaire quand le satellite est a mi-chemin entre la terre
et la lune :

5,98.10%
(L92.10°)

g =G

, g, =6,67.10™" —|g, =1,08.10°Nkg"
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22
g, =G M, , gl=6,67.10’“ﬂ:>

(djz (L92.10°)’

g, =1,33.10* Nkg™'

¢/ Intensité du champ résultant des champs de pesanteur de la terre et de la lune lorsque le
satellite est @ mi-chemin entre la terre et la lune :

gR:gT_gL s gR :1,07.1072N.kg71

d/ La distance, depuis le centre de la terre, a laquelle le champ résultant s’annule :

ML — MT —
=G = =
(d—r)2 rz (d—r)2 }/,2

g:=0=>¢,=¢g,,G

2 2
M g5
[d=rf M, (d=r)

r

=9,01 = r =3,45.10°m — |r =345000km|

d—r

Exercice 5.12 :
Nous avons représenté sur la figure ci-dessous les forces agissant sur le point 4 . En
projetant sur les deux axes perpendiculaires entre €ux, nous obtenons a 1’état d’équilibre :

B, =Tcosa 7 '
P =k, |=|=—" 0 4
. cosa 7 l
—h a X Tcosa

F=Tsina .
F =k, =Tsina N . I
o B - ki, |= cosoa sina =kl, = |I, =l tga V5

cosa  cosa ’

vy

Exercice 5.13 :
a/ Force agissant sur le corps :

-

F=ma=mi=6(6—24t.7) , |F =361 —144t.]

b/ Moment de la force par rapport a 1’origine :

i - k
T=FAF=3"-6t -4 3t+2
36 —144¢ 0

7 = (4320 +288¢)7 +(108¢ +72) j +(-288¢ +8641* ) k

¢/ Quantité de mouvement du corps :
p=mv =(36-36)7 —72¢*.7 +18k

Moment cinétique par rapport a I’origine :
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i -7k
L=FAp=[3t—6t —4 3t+2
36:-36 72t 18

L=(1440 +144¢ )7 + (540> +720 +72) j +(720* +2887 ) k

d/ Vérifions que F = % :

p=(36:-36)i —72¢%.] +18k

P _ 36i —144t.j = F
dt

Vérifions que 7 = —L:
dt

L=(1440 +144¢ )7 + (540> +720 +72)  +(72¢ +2887 ) k

7 = (4320 +288¢) 7 +(108¢ +72) j +(-288¢ +8641* )k =7

Exercice 5.14 :
1/ Exprimons la vitesse de M par rapport aR :

OM =F=Ti,
V=S ——
. ) = |v =16,
i, =0,

2/ Calculons le moment cinétique du. point M par rapport a O dans la
base(O,ﬁ,,ﬁg,ﬁz):

5 =mv, Hmy p T E
i =L,=[r=1 0 0| ; |L,=ml*0i,
v, =Lii, =0(! =Cte) .

0 mle O

Pour que l’on puisse appliquer le théoréme du moment cinétique il faut calculer le
moment de la force appliquée au point M , par rapport au point O dans la base (0,ﬁr,ﬁ0,ﬁz) :

u —,

fO:LO—MAf}(o—MAp)
0

~o!

i
=P +P, =7,=| I 0 0
0

P =mg cosO.ii mgcos@ —mgsinf

P, = —mgsin .i,

T, =-mglsinO.u,

Appliquons maintenant le théoréme du moment cinétique :
dL, _ .
a

mid.ii, = -mglsin 0.i, = |6+ sin 6 = 0| - (1)
V4 V4 l
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On calcule le moment cinétique du point M par rapport au pointO dans la base
(0, i, ],E):

~.]

Ly = m( - i)k

S XY

~J
y
y

On calcule le moment de la force appliquée au point M par rapport au pointO dans la
base (0,17,],1;):

fO:(O—MAf}(o—M@) P
0

k
=>7,=|x y 0| ; |7,=mgxk

P= 5 + Iz =mg.j 0
Appliquons le théooréme du moment cinétique :
dL

027, 3 m(x g —yE)k = mgek =[5 )% =@ > (2)

Vérifions que les deux résultats sont identiques :
x=1Isin@ ; x=10cosO ; ¥=10cosf—160*sinb
y=lcos@ ; y=—-10sin@; 3 =—10sinO—16" cosO
Remplagons les cing éléments dans 1’équation (2) pour trouver I’équation (1) :

0 mg

é+§sin9=0 —>(3)

Appliquons maintenant la relation fondamentale de la N
dynamique : \
La masse mest soumise a chaque instant a deux o

forces : son poids P et la tension7 du fil; Soit F leur
résultante. Nous pouvons décomposer la résultante en deux
composantes, normale et tangentielle (voir figure).

F=P+T=ma ..

Q@ . =P+T =F,+F,

F=F+F,=ma

On connait la relation entre la vitesse linéaire et la vitesse
angulaire ainsi que la relation entre I’accélération linéaire et I’accélération angulaire :
. dv - v
v=0l , a,=—=0l , a,=—=0"1
dt /
Puisqu’on est dans le cas d’un mouvement de rotation de la massem , il nous est permis
d’introduire le moment de la force par rapport a I’axe OZ . Les moments des forces FN et T

sont nuls parce que ces forces rencontrent 1’axe de rotation. Le moment du poids est un
moment de rappel, donc négatif.

T=T,tT; =75 +TFN
T =T, = 0
75 =—Plsin@
_ o
Ty = F.l =m0l

= —mglsin @ = mO!I*
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De tout cela on déduit I’équation de mouvement :

é+§sin0=0 —>(4)

Les équations (1) et (4) obtenues sont parfaitement identiques.

3/ A chaque instant, nous avons P+T =ma. En projetant sur I’axe normal, nous
obtenons :

~mgcos@+T =ma, = T =mgcos@ +mb’l
Remarquons que la tension varie a chaque instant. Pour des oscillations de tres faible
amplitude (sin 0= 0) , I’équation différentielle (1) s’€crit sous la forme :

é+§0:0

0=0,sin |51
/
0= QOJECOS\/EZ
[ /

Lors du passage du pendule par la position d’équilibre, I’angle & s’annule :

0 =0=sin /%:o: /% =0+kr

A ce moment la vitesse est maximale ;

9:00\/%005(0ik7r) N ‘9‘26’0 g

cos(Oi kzr) =41

I en est de méme pour la tension qui prend la valeur :

o

C’est cette condition sur la tension qui doit étre satisfaite pour que le fil ne casse pas, en
d’autres termes le fil doit supporter au moins cette tension sans se rompre.

Sa solution est :

Donc, la vitesse angulaire est :

Exercice 5.15 :
Le moment cinétique du systéme est €gal a la somme des moments cinétiques de tous les
composants partiels du systéme. Dans notre cas, le moment cinétique du systéme par rapport

au point O est égal au moment(LO /G) du pointG (qui est le centre d’inertie des deux masses)

par rapport a O, plus les moments des points A (ZA/G) etB (ZB/G) par rapporta G .

LO = LG/O +LA/G +LB/G
Commengons par le calcul de (ZO , G) :

L. . =0GAD - .
oo =V P05 Iy =2m(0G ATy,
Diio =2mvg,,
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i -7 k
ZG/O= X, =acos6, Yo =asing, O=(xGyG—)'cGyG)
X; =—af sinb, y,=ab cosd 0

Zc/o =2ma’6? |- (1)

Calculons ensuite( e =L, /G) :

L,;=GAND, g

k
ZO/G: x,=dcos0, y,=dsin6, 0=(x'Aj/'A—)'c;1y;1)
X,=-d0,sin@, y,=db cosf, 0

L,;=md*0; =L,,;|>(2)

Il ne nous reste qu’a additionner les expressions (1) et(2) pour trouver la réponse a la
question :

L, =2ma’6? +2md*6} , |L,= 2m(6126)12 +d2922)

Exercice 5.16 :
1/ Le point M , soumis a chaque instant & son poids et a la tension du fil, est animé d’un

mouvement circulaire uniforme de rayon , dans le plan OXY ,autour de ’axe AZ . Des
projections des deux forces sur 1’axe radial résulte une force centripete 7'sin o .

T+P=ma
Tsina = ma, =mo’r

5 % =T = ma?l|
r=lsina

Quant a I’angle il est déterminé a ’aide de la figure ci-dessous, nous trouvons :

Tsin¢ sina  m’lsina
go = = =

mg cosa mg

cosa = %

ol

2/ Calcul de I’expression du moment cinétique de M par rapport & 4 en coordonnées
cylindriques de centre O :

ZM/A :W/\ﬁ
AN = A0+ OM = —zii. +7il
AM =—-Icos o, +isinau,

Vv=—zu,‘tzu tru tru =rou,

0

<!

=v, =losina.,

p =mlwsina.u,
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i, —i, U,
L, =AM AV =|Isina 0 ~lcosa|=>|L,,,, =ml*wsina(cos i, +sin i, )
0 mlwsin 0

Vérifions que la dérivée par rapport au temps est égale au moment de la résultante des

forces appliquées sur 4, par rapporta M :
Calculons en premier lieu le moment des forces par rapport au point4 : 7,,,, = AM AF

Le vecteur F :

=T+P=mi

B!

F =Tsina =ma, =mao’r

F =me’lsinaii,

Le vecteur AM :

AM = —zii_+rii,

F =ma*lsinaii

NG

Donc :
i, —~ii, i,
Ty =AM AF=| [sina 0 —lcosa|=|7,,, =ml’® sina.ii,| > (1)
me’lsinag 0 0

Dérivons le moment cinétique par rapport au temps :
L, =mlosina(cosa.i, +sina.ii,)

dL . -
— M4 = mPesina (cos aii, + O)
dt
Nous savons que u, = ., , et par remplacement on obtient :

dL : i
CZ_/A =ml’®’ sina.cos aiiy| —> (2)

Ainsi nous avons pu vérifier le théoréme du moment cinétique :

dZM/A .
:’Z'
dt M/ A
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Exercice 5.17 :

1/ Le train en abordant un virage circulaire, son mouvement devient circulaire vers la
gauche, car la force centrifuge attire le pendule vers la droite.

2/ Sur la figure ci contre sont représentées les forces qui agissent sur le pendule par
rapport au voyageur. De 1’équilibre de ces forces résulte :

P+F +T=0=P+F =-T

(0]
m v
F I 2
tea="¢=tga=—B = |g=""
P mg gilga

Application numérique :

120.10° )
=390 ) R oesiN
9.8%0,176

3/ Le train parcourt en trente secondes un arc de cercle qui intercepte I’angle demandé.
La distance parcourue en 30sest: d =v¢t , d =1000m

Cela veut dire que le train a tourné de 1’angle :

d=RO= :%,eﬂjwm,ﬂgﬂi

Exercice 5.18 :
A D’instant?, soitf’1 le poids de la partie BC etl?’2 le poids

de la partie AB :
Appliquons la relation fondamentale de la dynamique au
systeme :

R
k_ﬁf__/
M
On projette I’expression vectorielle sur I’axe vertical dirigé vers le
bas et on note par x la longueur de la partie BC du cable :

R-P,=Ma

M =1L dv
= Axg—-Al(L—-x)g=AL—

R =Mg=A4xg g A( )g dt

P, =M2g=/1(L—x)g

En simplifions par A nous obtenons une équation différentielle de deuxiéme ordre avec
second membre :

2gx—gL:L§ >
t . _ . g  _
= Li=2gx—gl =>|¥——=x=-
v &X—g 7 g
a=—-=X

dt

2

Pour vérifier que x = gL —>a= 3 on remplace dans I’équation différentielle x par la

valeur proposée, soit :
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w |0q

4
:>>'é=a:?g—g:> a

Cherchons a présent le résultat relatif a la vitesse. L’équation caractéristique de cette

. . ’ . [ 2
équation différentielle de deuxiéme ordre sans le second membre est : * _Tg =

) 2 2
Ses deux racines sont : 7 =+ /Tg D on=— /Tg

s, s
Sa solution est donc : |x = Ae\/; + Be \/; +§ - (1)

Reste a déterminer les deux constantes Aet B . C’est ce qu’on en déduit des conditions
x=b

v=x=0
. : o [2g 2 [2g
L’expression de la vitesse est: [v=x=4 Tge\/; -B Tge \/; - (2)

Remplagons par les conditions initiales dans les deux équations(l) et (2) pour tirer
Aet B:

initiales et qui sont : # =0

2 2 =A==y
0=4,-5-B /—g:>A=B
L L
2 : .
Afin de simplifier les calculs, on pose @ = Tg . On doit connaitre en trigonométrie les

définitions et les formules particuliéres du sinus hyperbolique(sh) et du cosinus

hyperbolique (ch) , en particulier:
(/8 s —wt wt + —ot
shot = % ;. chot = eT s chlot—sh*ot =1

Ecrivons les deux équations (1) et (2) sous la forme :

_ a)t+ —wt _
x=2.2b Lie ¢ +£<:>x=2b Lcha)t+£—>(3)
4 2 2 2 2

v:xzz.zb;La)(e _26 ]<:>v=5c:2b2_La)sha)t—>(4)

. 2 . : . . .
Puisque x =§L , remplagons dans 1’équation (3) et tirons de 1’équation 1’expression du

cosinus hyperbolique (3) :

gL :22b_Lchwt+£:> chwt =
3 4 2 6b—-3L

De I’équation (4) on tire le sinus hyperbolique :

—(5)
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2b-L 2v

y=x= wshot = |shot =
a)(4b2 + 1 —4bL)

—(6)

Nous savons que ch’wt —sh’ot =1 . Sommons les équations (5) et(6) membre a membre

apres les avoir élevées au carré :

2
ch’*ot :( ]
6b—3L
2
sh’ot = v =12 = @ (—bz +bL —2L2]
o(4b* + 17 —4bL) 9

ch*ot —sh*ot =1

Revenons en arriére et remplagons @ par sa valeur pour obtenir a la fin la-valeur que nous

devons vérifier :
= 28] g +bL—3L2j
L 9

Application numérique : L =12m et b =Tm

v~10,6ms™

Autre méthode : beaucoup plus simple !!

A partir de I’équation X — Tgx =—g, et par une intégration on trouve la fonction v = f (x) :

jé_z_gx:_g:ﬂ:z_gx_g:ﬂdxz(z_gx_gjdx
L dt L dt L

@dv= 2—gx—g dx:>v.dv=(2—gx—gjdx

dt L L

(z—gx—g)dx:%vz I%xz —gx =’ :2%)62 —2gx—2%b2 +2gb

2
I1 ne reste plus qu’a retrouver le résultat précédent en remplagant x par EL . A 'la fin on

v= 28] _p +bL—%L2]
L 9
Exercice 5.19 :

1/ Quelque soit la position du point M sur la surface conique, I’angle a chaque instant

retrouve le méme résultat :

—_ , r r; ¥
est(OM,Oz) =, et par conséquent tangg =— =L = |z =r->
z V4 V4

0 0

2/ D’apres le cours, nous savons que l’accélération du point M en coordonnées
cylindriques est :
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a :(f—rez]ﬁ, +[r9+2r‘9}79 +Zi
— —_—— [
a, ag a,

. . . w_ . K . . L.
Si le point reste sur la surface du cone : z =#-L. Les forces agissant sur le point matériel
4
0

sont son poids P, & composante unique P = —mgui_, et la force de réaction R de la surface qui

a deux composantesR =R +R_=-Rcosa.i, + Rsina.i_.

Appliquons la relation fondamentale de la dynamique, puis projetons les deux forces sur
les trois axes du repére cylindrique. Nous obtenons :

P+R=mi=F

F=F +F,+F, =m(i—r6" )i, +m(20 +r0)i, + mzi, —(1)
F =—Rcosa.i, + Rsina.i, — mgii,

F =—Rcosaii, +(R sina—mg)ﬁz - (2)

Par identification des deux équations (1) et (2) on obtient trois équations a trois inconnues :

~Rcosa =m(f—r92)—>(3)
0=m(2/0+rd) = (4)

-mg + Rsina Zmif—-)(S)

X

3/ De I’équation (4) on en déduit I’équation 270+r60 =0, qui est la dérivée de la
quantité 7>6 par rapport au temps. Ceci nous conduit & »°60 =C* :
(rzé)v =2ir0+r'0 =0 r’0=C"
Nous connaissons 1’expression de la vitesse linéaire en coordonnées cylindriques a partir
de laquelle nous déduisons la vitesse initiale :

v(t)=7(t)i, +r(t)0(t)ii, +2(¢)d, = v(0) =7(0)i, +r(0)0(0)a, +2(0)i

¥ r

L’intensité de la vitesse initiale est donc:

v(0)=y[#(0)  +[(0)6(0) | +[2(0) T

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Dynamique du point matériel 192 dgalal) b3l &l A

L’énoncé nous impose I’expression de 6 sans f(O) ni z'(O) . Ceci n’est possible que
sous des conditions initiales de la forme 7 (O) =z (O) =0 . C’est ce que nous admettons dans le
reste de I’exercice. Partant de 1a, la vitesse initiale est :

v(0)=r(0)6(0)
Suite a tout cela, nous pouvons poursuivre notre étude tel que :
26=C* = r(1) 0(c) =r(0) 0(0)
o) = r(O).r(O)z.é(O)
r(¢)
v(0)=r(0)0(0) |=|6="%
v(O) =v, , r(O) =7,

4/ L’équation (5) fait 1’objet de cette question car elle renferme une fonction
uniquer(t) , contrairement aux équations (3) et (4) qui sont fonctions de r(t) et G(t) en

méme temps. De l’équation(3) nous pouvons écrire :

1
R=— {mg+miif1
sin 7

Remplagons R par cette derniere expression dans I’équation (3) pour obtenir :

virt ol Z. 7
_2002'32_ 2002g ;(6)
+z r v, tz
o 0 0 0
L_ﬁ,_/
A(’b,"o,Zo) A(ro,Zng)

5/ Si le mouvement est circulaire uniforme cela veut dire qu’a chaque instant
r(t) :r(O) , en méme temps que( é(t) =C’e). L’expression (4) devient :

2.4 2
AL 1 Zyty v, _Z
27 3 2 7 8 2 2 > &

2 2 2
nhtzy rg 1tz nntzy 1tz

La vitesse demandée est donc : |v, =/2gz,

6/ Multiplions 1’équation(6) par 2" pour obtenir : 27¥ + Az—f =2Br
r

e e 2r . L. o A

La premicre intégration donne : I 2ridr + I A—dr = I 2 Brdi =i ——=2Br+C— (7)
r r

Pour obtenir la constante C on doit revenir aux conditions initiales citées plus haut

[1=0,#(0)=0] :

0-2=2pr+cslc=-2 2p
r r

L’équation (7) devient finalement :

f2=2A(i2—i2J+2B(r—r0)

reoorn
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Exercice 5.20 :
Nous utilisons la notation de Newton pour exprimer les composantes des vecteurs
position, vitesse et accélération :

F=q(E+7 »B)=q(Ek +07 + Bz - Byk)

F=q[0i + B +(E-By)k | > (1)

En appliquons la relation fondamentale de la dynamique on peut écrire :

F=F +F,+F =|F =mi+mj+mz|—>(2)

L’identification des deux équations (1) et (2) nous donne trois équations différentielles :
mx =0
my =qBz
mz =—q(E + By)

En tenant compte des conditions initiales :
t=0:

x(0)=0,y(0)=0,2(0)=0,%(0)=0,5(0)=0,2(0)=0
Nous écrivons le nouveau systeme de trois équations différentielles :
mi=0=%¥=0=>x%=C"=x(0)=0-(3)
mj=qB: = 5="LB:= jy="LB: - (4)
m m
q

m

By —(5)

mi=q(E-By)=>z:=LE-
m

Dans I’équation différentielle (5) on remplace y par sa valeur tirée de 1’équation (4) :

x=0->(6)
y=wz—>(7)
2+(B%jzz:%E—>(8)

En posantw = Bi, la solution de 1’équation (8) est:
m
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2

. E
z :as1na)t+,6’cosa)t+q—(ﬂj
m \ gB

mE
BZ

z=asinwt + fcoswt + —>(9)

Déterminons & et S a partir des conditions initiales en utilisant les deux équations :

mE
Bz

z=qsinwt + fcoswt +

Z=amcoswt — fasin ot
mE
4B’

t=0,2(0)=0,2(0)=0=a=0, f=-

Nous obtenons a la fin I’expression z(t) :

z(t) =— mE cos ot + mE :z(t) = mE 1—coswt
B’ B’ qB’ vy

——
a

z(t) :a(l—cosﬁ)

Il nous reste a définir I’équation y (t) . Dans I’équation (7) on remplace z , puis on intégre
pour arriver a I’expression y (t) :

j/=a)a(1—cos9):j/ =a)a—a)acosg)é£

y(t) =a(a)t—sina)t): y(t) =a(6’—sin9)

Finalement :
X (t) =0
y(t) = a(@—sin@)
z(t) = a(l—cosé’)
Se sont 1a les équations paramétriques caractéristiques d’une cycloide.
ZA

y:
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VI/TRAVAIL ET ENERGIE
oS D | IS DN

1/ TRAVAIL ET PUISSANCE (dsUaiuy) o Jaald)) :

¢ La puissance :
» Définition : Soit M un point matériel de vitesse v par rapport au

référentiel R . La puissance de la force F 2a laquelle est soum Q est
définie a chaque instant par la relation 6.1 :

watt(W) < P

N«F | |P=Fy Z (6.1
m.st v <

> Définition : le travail de la forceF entre

% Le travail :

matériel M esten M de position @) instant ¢ + df quand M

est en M 'de position OM OM'=F+dF, est ndeur exprimée en joule :
dW = P \ (6.2)
D’aprés la définition de la Vitess , 0 OM =MM'=dr =v.dt
%&nl de la force F’ pour un déplacement

Ainsi on en déduit I’expre 10n5

élémentaire d

(6.3)

Fig 6.1

Remarquons que le travail est un produit scalaire du vecteur force et du vecteur
déplacement.

aw =|F||dr|.cos6 (6.4)

Notons que F.cos@ = F;. Si on poseHdFH =ds, on obtient alors une nouvelle
expression du travail qui est :

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Travail et énergie 196 Aakl) g Jaad)

dW = F, ds (6.5)

Cela veut dire que le travail est égal au produit de déplacement élémentaire par la
composante de la force suivant la direction du déplacement.

Pour un déplacement total de A (a I’instant? ;) 4 B (a I’instant?, ) tout au long de la
courbe C , on obtient I’expression :

B B
W =[F.di=[F.ds (6.6)
4 4
* Dans le cas particulier ou la force F est constante en module et en s, et le
corps se déplagant suivant une trajectoire rectiligne, le travai tte force
est:
B B
F=F,=W=[Fds=F|ds (6.7)
4 4
* La force qui ne travail pas est la force perp ire au déplacement
(@=7x/2).

Par_exemple : Le corps représenté sur la fig
constantes, et se déplace sur un plan horizontal.
®

6.2 est soumis a quatre forces

A v
¥
]4(‘7
—
—>
Fig 6.2 -

it § le déplacement du corps, et donc de chacune des forces :
travail de la force /' : Wz = F.s.cos 6
Le travail de la force résistantef ; Wj =—f.s

—

Le travail du poids P : W5 =0

Le travail de la force normale N : Wﬁ =0
Dans le mouvement circulaire, le travail de la force normale est nul (figure 6.3).
= Si Fx,Fy,FZ sont les composantes rectangulaires de la force F', et
dx,dy,dz les composantes rectangulaires du vecteur de déplacement

élémentaire d7 , alors :

B B
W= [F.dF=[(F,.dx+F,dy+F.ds) (6.8)
A A
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= Cas de plus1eurs forces: Si le corps est soumis a plusieurs forces

F] ,Fz ,F3 ........ F dont la résultante est F , le travail effectué par ces
forces est égal au travall de la résultante :
AW = dW, +dW, +dW, + .............. +dW,
dW =F,.dF + F,.di + F,di +.......... +F .dF (6.9)
dW = F,.dr
Exemple 6.1 :
Calculer le travail nécessaire pour allonger un ressort suspendu verticalem omme
indiqué sur la figure (6.4), de 3cm sans aucune accélération, sachant que la ¢ e

raideur est k =50N.m™"

Réponse :
F =k — dW = [kxdx = W=%k.x2
. ¥ F
W =22510"J )
Fig 6.4

Exemple 6.2 : &
Une force F'=2t(N) agit sur une part masse m =2kg . Calculer le travail

effectué¢ par cette force durant la @ conde, sachant que la particule était

initialement au repos.

Réponse :
Partant de I’expressio

avall/ JF dx
Dans ce cas la f ce est. une fonction du temps et non du déplacement. Il est
¢éplacement en fonction du temps. Calculons d’abord la

vitesse en fonction

—

- dv ; t 1 2 -]
mi<=F=m—=2t=>v=|2.—dt=>v=—t" (m.s
A\ dt I 2 ( )

m
0
%ns déplacement en fonction du temps :
dx _ 1 1
v = =dx=—tdt
2 2

dt

evenons a I’expression du travail et remplagons dx par I’expression a laquelle nous
sommes parvenue :

dex I2t—t dt = W=%t4

Exemple 6.3 :
Une particule est soumise a la force F = 2)Cyl7 + xzj . Calculer le travail effectué par

la force F' quand la particule se déplace du point (0,0) au point(2,0) suivant une droite.
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Réponse :
D’apres les données nous voyons que la particule se déplace parallélement a 1’axe

OX , et par conséquent y =0 = dy =0.
De 14 on peut calculer facilement le travail effectué :

= [(F.dx+F,dy) = [ (2x.0dx +x*.0) =
Ceci était prévisible puisque la force est perpendiculaire au vecteur déplacement :
F=xj
dr =dx.i

SF1ldi=>W=0

2/ ENERGIE CINETIQUE(AS ) 4ilkall)

Nous avons vu que dW = Fds . Partant de cette expression on peut déduire ce qui
suit :
dv ds
dW=FT.ds=mjds:>dW=md—dv (6.10)
t t

Intégrons 1’expression 6.10 du travail élémentaire, a définition de 1’énergie

cinétique :

B
W= m_[vdv =|W = %ngvé —’&r{vj (6.11)
) !

Ou v, estla vitesse du mobile au mh@v  sa vitesse au point B .

» Définition : L’énergie cinétique d’un point matériel de masse 7, de vitesse

instantanée V estl’expression :
B, =1mv? (6.12)
Et puisque p.=mv, eut écrire aussi :
pz
E =t (6.13)
2m

> Théoréme de I’énergie cinétique(4s Al 43Ual 4, ki) :

Enoncé : « La variation de I’énergie cinétique d’un point matériel entre
deux instants est égale au travail de la résultante de toutes les forces qui lui
sont appliquées entre ces deux instants »

W=AE, < > W, =AE, (6.14)

Exemple 6.4 :
Quelle est la vitesse initiale v, orientée verticalement vers le haut, communiquee a un

corps pour qu’il atteigne une hauteur 4 en dessus de la surface de la terre ? (On néglige tous
les frottements).
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Réponse :
La seule force qui agit sur le corps est son poids P :
VA
V=00 mM
,,,,,,,, }MUP Alasurfacedelaterre P =m.g,=G RzT
- : M
vP Ala distance z du centre de laterre P=mg =G iy
h 2
z Vit

En divisant les équations membre a membre on obtient

Pig R _ R
R) go Z2 g g022 ’g g

v

1 1 R+h R g)
—mv’ —Emvo2 = P.J%ﬂ dz

2 R
4
Le corps atteint sa hauteur maximale quand v Q d’ou :
1 Rth 1 R+h
0——mv)’=m | — dz =—g, .R*| ——
2 Z 1R

2g,R.h
KN s W U P9y

3/ LES FORCES CON ATIVES OU DERIVANT D’UN POTEN:TIEL
(O3S (e ALLZal) g g8l) g Adaslaall (53'33\)

'»Si la trajectoire C est fermée, alors :
VC, | W=pF.dF =0<W =0 (6.15)
C

Exemple du poids : Dans un systétme de coordonnées cartésiennes, ou OZ est la
verticale orientée vers le haut, on a : 7

P=F =-mgk (6.16)

En utilisant D’expression du déplacement ¢lémentaire en coordonnées
cartésiennes, (0]

on écrit :dF = dx.i +dy.j +dz.k

oQl

On peut en déduire :  dW = F.dF = —mgdz . En intégrant cette derniére p
expression, on se rend compte que le travail pour un déplacement entre deux

Fig 6.6
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points A et B ne dépend pas du chemin suivi mais uniquement de leurs altitudes :

Z
/4 =—ngdz:> W=-mg(z, —z)=>|W =mg(z, — z,)
2
Si les deux points sont situés dans le méme plan, le travail effectué par le poids est nul, ce
qui prouve que le poids est une force conservative. z; =z, => W =0

Exemple 6.5 :
La force F=(x* — )i +3xy.] peut aller du point A(0,0) au point B(2,4)

suivant chacun des deux chemins y =2x ety = x” . Cette force est-elle conserve %3

Réponse :

Suivant le premier chemin y =2x:

y=2x=F=-3x>7 +6x%.]
dy =2dx ; dr=dx.i +dy.] = di=dxi +

W = [F.dri =[(F,dx+F,dy)= [(-3x*dx Vdx
2 312
W=£9xdx=3x0; W=24] &

: . .2
Suivant le deuxiéme chemin y =x":

y=x*=F=(x* -x%).

dy =2xdx ; dr=dx.i + di=dx.i +2xdx.]

/4 =J.13.d17 = %— }ydy =j[(x2 — x*)dx + 6x4dx]
2 2
w=]x =x'+ x| =
0

Les deux travaux ne sont pas égaux, donc la force dans ce cas n’est pas conservatrice.

ENTIELLE (4ials)) 43Ual))

¢finition : L’énergie potentielle est une fonction de coordonnées, telle que
tégration entre ses deux valeurs prises au départ et a I’arrivée soit €gale au
“travail fourni a la particule pour la déplacer de sa position initiale a sa position
finale.

> Silaforce F est une force dérivant d’un potentiel, alors :

(6.17)

PB

B
W=[Fdi=E, -E
A

L’¢énergie potentielle est toujours rapportée a un référentiel pris comme origine pour
la calculer (£ = 0). La fonction de I’énergie potentielle £ p est déterminée a une

constante pres.
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+» Relation entre les différentielles du travail et de I’énergie potentielle
(Aalsl) 4BLal) g Jand) Aald oy 4BMal))

En considérant la fonction £ (z) = mgz , sa différentielle est :
dE,(z)=E,(z).dz = dE ,(z) = mgdz

Dans I’exemple de calcul du travail, on a trouvé dW = —mgdz . Par identification

des deux expressions dE,(z) et dW, on arrive au résultat: La différenticlle de

I’énergie potentielle est égale et de sens opposé a la différentielle du travail

dW =—dE (z) < dE,(z)=-dW (6.18)

< Energie potentielle de quelques champs de force (358 Jsia (and 454
= Particule dans le champ de pesanteur terrestre uniforme
(A ) dd

Si z est la hauteur, définie a partir de la surface de la terre; prise comme origine de
I’énergie potentielle, alors I’énergie potentielle de la particule par rapport a la surface

de la terre est :

N
il

E =0 Plan de référence

P
"\ Fig 6.7
le»cas général, si la particule se déplace entre deux plans, 1’énergie
potentielle, et quelque soit la trajectoire suivi, est donnée par la formule :
® z;>z,=E,>0

E =mg(z,—z
» =mg(z,—2,) <z, = E, <0

Plus précisément, 1’énergie potentielle calculée représente toujours la variation de sa
valeur entre deux positons données.
®  Particule soumise 2 une force élastique (45 8 Sl Axld dasa)

Nous allons calculer I’énergie potentielle d’un systéme composé¢ d’une

particule accrochée a un ressort, suspendu verticalement, de constante de raideurk ,

sa longueur & vide étant/,. Sa longueur lorsqu’il est chargé de la particule est/,
d’ou :
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dE,=—dW ; E,=—[-keudx=|E,=L1kx’=1k(I-],)’ (6.20)

p

®  Particule dans un champ électrostatique (St s %S Jia b dazus)
On ¢étudie dans le cours de 1’¢lectromagnétisme que le champ

¢lectrostatique E , produit par une charge O au repos et se trouvant a I’origine O des

coordonnées (OM =r.i, ), est défini par la formule :

E,n= U 2
) 4rs, o )

Une charge g située dans ce champ est soumise a une force lect

F=gE=—124;

drg, r*
Il est facile de vérifier que la force électr érive de 1’énergie
potentielle d’expression :
1 0.
E b= - (6.22)
472'6‘0 r

o

®

Dans le cas général, si ¢ est une chargxit en un point(M) dans un champ
électrostatique et ou V' (M )est le potenti,(é@

E,(M)=E,(x,y,z) donnée sous la forme

ique, I’énergie potentielle est la fonction

%\ /7[6'0 T
=[E, =qV (6.23)

47[.90 r

esanteur au Voisinage de la terre :

O->M i

g—>m = |E, =G mr (6.24)
1 —> -G

4re,

Toujours par comparaison avec le champ électrostatique, on peut écrire I’expression 6.24
sous la forme :

E,=mV (6.25)
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y=—cgX (6.26)

r

V' : désigne ici le potentiel de I’attraction au point ou se trouve la particule m .

5/ EXPRESSION DU CHAMP DE FORCE CONSERVATIVE A PARTIR DE
L’ENERGIE POTENTIELLE DONT IL DERIVE

(Le (330 Al Adalsl) dBUal) (pa EMUal) Aablaall 5 681 Jia 3 L)

Nous avons explicité dans le paragraphe relatif au travail que I’expression F'.cos @ est la

composante de la force suivant la direction du déplacementds ; partant de 13, si nous

connaissons I’expression E » (x,¥,z), nous pouvons obtenir alors une composan uivant
n’importe quelle direction et ce en calculant la dérivée—dE  /ds qui s’ap la dérivée

directionnelle de la fonction Ep

Suite a cela, nous pouvons écrire :

dw =—dE,
dW = F.dr
T = (6.27)
dr =dxi +dy.j+dzk|
F=F +F+F,
Sachant que £ (x y,z) est une fonction i ables sa différentielle s’écrit :
. L dz (6.28)

Par identification des deux expres B‘ﬂs 627 et 6.28 on obtient les coordonnées

cartésiennes de la force qui tion d% (x,v,2) :
ol)
)\j = ——" JE=-—F (6.29)
0z

Comme on peut écri éﬂr’ expression simplifiée :

F=—gradE,=-VE (6.30)

uisque 1’expression 6.30 est vérifiée dans le cas des forces conservatives, nous
pouvons montrer que le rotationnel du gradient du potentiel Ep est nul , ce qui implique

que le rotationnel de la force Festnul :
F =—gradE , < rotF =rot(—gradE ) =0 < rotF =0 (6.31)

Le calcul conduit a :

.. OF . oF, _
rotF =(—2 — o, )i-( oF, oF, _ — k=0
oz Oy 0. X

Afin de prouver que la force F dérive d’un potentiel il suffit de vérifier les
équations suivantes :
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8Fx_aFy . an_éFz . aﬁ;_er

b b

oy O 0z Ox Oy Oz

Exemple 6.6 : Soit le potentiel £, = 2x* —xy + yz

(6.32)

Trouver I’expression de la force dans le systéme des coordonnées cartésiennes.
La force dérive-t-elle d’un potentiel ?

Réponse :

Cherchons les composantes de la force en exploitant I’expression 6.

OFE

4

* Oox

—Ax+y

OFE

F=—"=x-2

y 8)/

D’ou I’expression vectorielle de la force : F= (—4

Vérifions maintenant que F’ dérive du potentiel

X .]'—y.l;

soit rotF =0

OF
ai:_y:)+1:+l; an :ai = Z:—y:>_1:—]
oy  Ox 0z Ox oy

Donc la force dérive bien d’un potentiel. Y2

°
Si le mouvement est plan, et en utilisant les c@xées polaires et , le déplacement

suivant le vecteur du rayon polaire ~ est égal @

(Figure 6.8)

O

dr =dru, +rd0.i,

eémposantes radiale et
transversale de la force sont:

e déplacement normale est égal a rd 6.

(33.6)

ce paragraphe il est intéressant de donner, sans démonstration, les composantes
de la forces dans différents systemes de coordonnées :

* En coordonnées cylindriques (7,8, z), tel que le déplacement élémentaire est :

—

dr =drai, +rd0.i, +dz.k

F

r

_OE, _ 1E, _ E,

o T 00T &

(6.34)

* En coordonnées sphériques (7,8, @), tel que le déplacement élémentaire est :
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dr =dru, +rsinpdb@u, +rdpu,

OE 1 aEp‘ 1 aEp‘

E =_—p;F€ = = —
or r 00 Y  rsin@ Og

(6.35)

6/ L’énergie mécanique (A:S5Sal) 43Ual))
¢ Définition : L’énergie mécanique d’un point matériel a un instant donné est égale a la
somme de 1’énergie cinétique et de 1’énergie potentielle :

E,=E.+E, &E, =E, +E, (x,7) (6.36)

% Deux exemples :
= [’énergie potentielle d’un systeme composé d’un ressort de cons de raideur

k , dont I’allongement est / —/, =X au temps ¢, sous ’action d’une particule

de masse m et de vitesse instantanée v, est :
-1 2 41742 ‘
—1 2

ASuilSial) ABUal) s fam)
ant d’un potentiel) ’énergie

R/

¢ Principe de la conservation de I’énergie mécani
Dans le champ de force conservatrice (ou
mécanique se conserve au cours du temps.

E, =E, +E,-C" (6.37)

Cela veut dire que la VariatiQQ gie mécanique est nulleAE,, =0, cela
veut dire aussi que la variation de’énergie cinétique est égale a la variation de 1’énergie
potentielle : AE. =AE . En d’au

I’énergie mécanique est ¢
Dans le cas de

rmes, Si le systéme est isolé mécaniquement

ée.

dty(ottements, la variation de I’énergie mécanique est
s forces de frottement Z Wf

rott

AE, =3 W, (6.38)

¢gale a la somme des trava

u ticule dans un champ de force élastique

= C
\ (Ria 58 i (b g ) ;
ﬁ}(re 6.9 représente un systéme mécanique isolée composé d’un corps de

mass

associé a un ressort de masse négligeable, de constante de raideurk et de
ngueur a vide/,.

bk"
!

Fig 6.9

A chaque instant le corps est soumis & une force de rappel F =—kx.ii et
x=[-1,, oo [ est la longueur du ressort & un instant donné au cours du
déplacement du corps.

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Travail et énergie 206 A3l g Jaad

Quand le corps se déplace du point A au point B, on peut écrire :

B B B
AE,=E, ,—E, = [F.dl = |F,dc=—k|xdx
A A A

(6.39)

D’apres le principe de la conservation de I’énergie mécanique on écrit :

1 1
EMA—EMB<:>2kxA +2va = ka + mv =

On comprime le ressort d’une longueur X ——a ap sa’ position
d’équilibre (x 0) par 'intermédiaire du corps, puis on a stéme a lui-
méme sans vitesse initiale. Le corps est animé alors ement rectiligne
sinusoidal entre deux positions extrémes X =—a et X

La figure 6.10 représente les variations de 1’¢ potentielle en fonction de

l’allongement(x =l- lo) du ressort .Nous av ¢senté sur la méme figure en

trait discontinu les variations de 1’énergie cinétique.

Nous avons a chaque instant : p 4
I %
E +E, =—l&= ’@ (6.40)

Ce que perd le systeme sous énergie potentielle il le gagne sous forme
d’énergie cinétique et vice VE&
E 4

Fig 6.10

Exemple 6.7 : Une petite boule de masse m =1g est abandonnée avec une vitesse
initiale v, =0 d’un point A4 situé a lintérieur d’une sphére creuse de rayon
R =1,25m . Elle arrive au point B avec une vitesse v;_,g =4ms~" . Figure 6.11

Prouver que cette boule est soumise a une force de frottement et estimer le
travail de cette force. On prend g =10ms ™
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Réponse : On applique le principe de 1’énergie mécanique :
1

* En absence de frottement : AE,, =0= %mvb)2 -mgR=0=v, =5ms"

Remarquons que le module théorique de la vitesse est plus grand que son module
expérimental. Cela prouve I’existence de frottements.

* En présence de frottement : AE,, = Z Wf

o dONC

AEy =W, =3mvg® —mgR=\>"W,  =-45%x107J <0

4. O C

E,(A)=E,(C)=0

L %
Fig 6.11
% Oscillateur harmonique simple(fasd) &I Gl 3l 5¢ll)

= Définition : L’oscillateur harmonique si

mouvement périodique autour d’une position
a aucun amortissement (comme par:eMn

tout systéme qui effectue un
ilibre stable et n’étant soumis
e les frottements) ni aucune

excitation. ®
, . ., . g . ., . 2 _
Le mouvement est régi par 1’¢ leferentlelle linéaire : X + @y .x =0
Nous connaissons la solutio crale d’une telle équation qui est de la forme :

=acos(wt + @)

= Energie de Poscillateur ()33 43Ua) :
La figure représente un pendule simple ( le fil est inextensible de
e

longueur [ ‘et se négligeable). La masse est soumise aux deux

forces, son poi et la tension 7 du fil.

Fig 6.12

Le poids dérive d’un potentiel, et le travail de la tension T est nul puisque
sa direction est perpendiculaire a la trajectoire a tout instant. On prend comme
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origine pour I’énergie potentielle le plan horizontal contenant le point O.
D’aprés la figure 6.12 (b), pour une position correspondant a I’angle G on a :

E, =mgz=mg(OH)=mg(CO - CH) =mgl(l - cos )

L’expression de la vitesse circulaire tangente a la trajectoire est : v =/6.i,,

On peut calculer maintenant 1’énergie mécanique du pendule (appelée aussi
la premiere intégration de I’énergie) :

E, =E,+E, =mgl(1-cos6) + %mzzé2 =" (6.41)

Divisons 1’équation (6.41) par ml’et posant 6002 =§, I’expressi e

1
I’énergie mécanique s’écrit alors sous la forme : v
0’ +2w,"(1-cosd) =K (6.42)
. 2.C* L :
Ou K = Iz est une constante déterminée par les co
m
s

cas et d’apres la figure

itions initiales. Si

on prend par exemple 90 =0pourf, =
6.12 (a),ona:

AE, =0=-AE, :ﬁi g(z—z0)=%m129'2
o

1 .
—mgl(cosf =c¢ szzez
gl(cos 0 = 5
Pour de pareilles c@ I’équation 6.42 devient :
) + osa —cosf) =0 (6.43)

2w,
/-

‘uv) ent (A8 all dalas) :

0+ @, sinf@=0 (6.44)
des oscillations de faible amplitude
raay < 10°20) , ’équation s’¢crit :

@ | - (
? Y 0+w,0=0 (6.45)

La solution générale de cette équation est :
0 = acos(wt + @) (6.46)

Cela nous indique que le mouvement est un mouvement de rotation
sinusoidal de pulsation @), et de période :

= 2—7[ = 271'\/z (6.47)
@, g
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On peut arriver a 1’équation 6.44 en partant de la loi de mouvement

P+T =ma, et en projetant cette derniére expression sur la direction
radiale :

~mgsin@ =mld = 0 + o} sinf =0

De cet exemple nous tirons la remarque générale suivante :
Lorsque 1’on déduit une équation différentielle de premier ordre (D) , et
que cette derniére n’est pas indépendante de 1’équation différentielle de
second ordre laquelle exprime la loi de mouvement : nous dirons dans ce
cas que (E)est la premiére intégrale des équations (D) (¢a veut dire que
(D) est la premiére dérivée de I’équation (E)).

Dans le cas que nous avons étudié, I’équation 6.43 la iere
intégrale de 1’équation 6.44.

7/ COLLISION DE PARTICULES (“laall adlia)

+* Conservation de la quantité de mouvement :

Nous dirons qu’un systéme a subit un choc si
eu des variations considérables entre deux instants,
facon qu’il ait un échange de quantit¢ de mouve e
¢léments.

ses/de ses éléments ont
apres le choc, de telle
cnergie entre les différents

Soient p, et p,les quantités de mouvement de’deux corps avant la collision,

et f?] et }32 les quantités de mouvement'a choc. Le systéme est suppose isolé.
Les effets mutuels ¢échangés entre x particules de masses m et m,se
produisent dans une région tres limitée de 1’espace et tres petite, C’est pour cela que
nous disons qu’il s’agit d’un f&on tuel.

A2t~/
Yy avan < )

A P
/;?2 — \
A\ Région du choc
» Fig 6.13

Puis e systéme est isolé, la quantité de mouvement et 1’énergie cinétique sont
conservées. Donc, on peut écrire :

p+D,=p +P,=Cte=Ap=0 (6.48)

m .y, + m,v, =m.v, + m,.v, (6.49)

Notez bien le caractére vectoriel des deux équations.

= Le choc élastique :
Le choc entre deux particules est élastique si I’énergie cinétique totale £ du

systéme est conservée au cours du choc. Les particules ne s’unissent pas apres le
choc.
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Si on note 1’énergie cinétique avant le choc par E_ et par EC apres le choc ,
2
et en se rappelant de I’expression £ = 2— on peut écrire :

m
E,=E, < AE, =0 (6.50)
pi o, P _p D 6.51)
2m, 2m, 2m; 2m,

T, 1 5, 1

—mv +—m,v; =—m.V, +lmz.\/22 )
2 2 2 2
Notez bien le caractére scalaire des trois derniere é@is
équations 6.51 et 6.52 suffisent pour résoudre n’importe q obléme relatif
aux chocs entre particules.

Exemple 6.8 :

Un projectile de masse 800g se déplace sur une.droi izontal a la vitesse de
lms™ pour atteindre une cible au repos de mas .'La cible touchée se met en
mouvement suivant une direction faisant un angle ° avec ’horizontale.

a/ Déterminer la direction et le module de la vitesse du projectile apres le choc.
b/ Déterminer 1’intensité de la vitesse d ible apres le choc.

a/ Détermination de la direction ectile et calcul de son module : Voir figure
6.14.

Réponse : Q}'
u

Avant le choc

Fig 6.14

Le triangle OAB est rectangle, ce qui implique que le quadrilatére est un

rectangle, donc: @ + f=90° =

o | i
cosa=Lr="1 v, =0.50ms™
P
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b/ Calcul du module de la vitesse:

v

cos(=30°) =Y =Y 1y =0.87ms™!

my, Vi

"Le choc mou (o)l prall)

Le choc entre deux particules séparées et dit mou , si elles s’unissent apres le
choc pour former un seul corps. Les deux particules auront la méme vitesse apres le
choc.

Dans ce cas: Si p,et p,sont les quantités de mouvement des deux

particules séparées avant le choc, et p la quantité¢ de mouvement des de
unies apres le choc, nous pouvons écrire alors :

B+ P, =P = Cte:>Ap 0 (6.53)
2 2
Py P o ‘ (6.54)

2m, 2m, - 2(m1 +m,

1 1 1
—mV +—m,v =— (6.55)
2 2
Exemple 6.8 :

Une particule de masse 5kg se déphga@a vitesse de 20ms ' entre en collision
perpendiculairement avec une autre ¢ de masse 6kg qui se déplacait a la
vitesse de 15ms™". En considé nt

a/ Quelle est la quantité de Ve ent du systeme ?

b/ Calculer la vitesse des part s apres le choc.

Réponse : /
a/ 134. Skg b/ 12.23m.s™"

8/ DISCUSSIO U BES D’ENERGIE POTENTIELLE
(Al A8Ual) st A58
Nous sent¢ sur la figure 6.15 une courbe qualitative dans le cas d’un

smnnel (elle s’effectue suivant une droite).
Ecrivo 1 expression de la force sous la forme :
. oo dE,
dx

dE

7 ” représente la pente de la courbe Ep (x) . La pente est positive lorsque la courbe
X
est croissante, dirigée vers le haut ; elle est négative si la courbe est décroissante et dirigée

vers le bas. Donc, la force F (dont le signe est opposé a celui de la pente) est négative, ou
orientée vers la gauche, lorsque 1’énergie potentielle est croissante ; elle est positive et dirigée
vers la droite lorsque I’énergie potentielle est décroissante.

Nous avons schématisé et précisé tout ceci sur la figure 6.15 par des fleches horizontales
et par des espaces en dessous du graphe.

Or
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4

XK L~0)

1)

' A\‘%/;B i,

\
Vers la m Versla| Versla
droite auche droite | gauche

Fig €.15: Relation entre le mouve
ligne droite et I’énergie pot

v

7
. . & o
Le mouvement est possible si la condltlxﬁC =E, - Ep > () est satisfaite. Sur le

graphe les droites horizontales représentej(l’ : otentielle pour différents cas.

Premier cas : L’énergie mécanique cotrespondant a la droite (1) qui coupe la courbe
E, (x) en deux points A et B. La particule vibre entre les deux abscisses X , et X, ; mais son

mouvement n’est pas permis’a droite de }'et a gauche de A4, sinon E, =E, —E <0, ce

qui est impossible.

ergie mécanique correspondant a la droite (2) qui coupe la courbe
,D,F,G. Le mouvement de la particule est permis dans deux

cisses X, et X D , et entre les abscisses X, et xG ; or la partlcule ne

i ethue est negatlveE E - E <0). Les deux régions ou le mouvement est

permis sont séparées par ce que 1’on appelle « barrlere de potentiel ».

Troisiéme cas : [’énergie mécanique correspondant a la droite (3). Le mouvement est
permis entre les points [, 1 .

Quatrieme cas : L’énergie mécanique correspondant a la droite (4). Le mouvement
n’est plus vibratoire et la particule se déplace de K vers I’infini.

< Positions d’équilibre (053 gl 94) :
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p
dx
soit maximale ou minimale, comme aux points M, , M, , M ;. Ces positions sont les

Pour que =0 et obligatoirement /' =0, il faut que I’énergie potentielle

positions d’équilibre.

= Lieu o £ (x) _est minimale :

L’équilibre est stable si la particule bouge a peine, comme en M, , M ;, a gauche
ou a droite, une force agit sur elle pour la rappeler a revenir a la position d’équilibre.

= Lieu o £ (x) _est maximale :
L’équilibre est instable : si la particule bouge a peine, comme en e force
agit sur elle pour 1’¢loigner de la position d’équilibre.

» Lespoints4,B,C,D,F,G,H,I s appellent points d’arréc points la particule

s’arréte ou change le sens de son mouvement.

9/ FORCES NON CONSERVATIVES ( ou forces ne dériva “un potentiel)
(& ha ) gl) Alitlaa il (5 GAY))
Dans la nature il existe des forces non conservatri orces de frottement sont un

exemple de celles la. Le frottement de glissement S,OPE}S ujours au déplacement, et son
travail dépend du chemin suivi. Méme si la trad'ect ire est fermée, le travail n’est pas nul, et

I’équation 6.30 n’est plus valable.
@uides qui s’oppose a la vitesse dont il
te

Il en de méme pour le frottement da
dépend, mais indépendant de la position.

Une particule peut étre soumi&n}n
forces non conservatrices.

Exemples :
* Une particule en chute dans un fluide : Elle est soumise a son poids P, qui dérive

d’un potentiel, %fo' de frottement non conservatrice.
endule ¢lastique : La particule est soumise a la force de rappel

mps a des forces conservatrices et a des

t conservatrice. Elle est soumise aussi a une force de frottement de
—CV non conservatrice, sachant que le travail de celle- ci est :
W'=F'di =—Cxdx=W'=-Ci’.dt <0

Le signe négatif s’explique par le fait que les frottements absorbent
cnergie du systéme, c’est ce qui explique I’amortissement du mouvement.

b
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EXERCICES

L

%k sk I !!‘ a

Exercice 6.1
Une particule est soumise a une force définie par ses
coordonnées cartésiennes :

FZ(x+2y+az)l7+(,6’x—3y—z)]+
(4x+7y+22)l€
Ou 0{,,6',]/ sont des constantes. X, ),z sont en

metre et /' en newton.

1/ Trouver les valeurs de @, 3, ¥ pour que F dérive
d’un potentiel.

2/ Trouver I’expression du potentielEp (x,y,z)

dont dérive la force sachant qe E, (0, 0, 0) =2.

1.6y pal
Glilaayl 48 e 548 Jial  daues @.4;3
ZERLPIN]
ﬁ':(x+2y+az)f+(ﬂx—3y—z)]+

(4x+}/y+2z)/€
Gl F gl Xy, 2wl $ oo, By s
g Al FoosS G o, B ypd g [l
cOsS
W E, (x,,2) 05 55ke 2l 2
LE,(0,0,0)=2 J e Fs 4

e e

Exercice 6.2
On consideére dans un repére cartésien un champ de

forces F' d’expression :

F =X(x,z)7+yzj+(x2 +%y2j

k

1. Déterminer X (x,Z) pour que ' dérive d’une
énergie potentielle £ » que I’on calculera, sachant que

la force est nulle en O . On prendra le plan Ox) comme

origine des énergies potentielles.
2. Calculer alors, par deux méthodes différentes le

2.6 (p S
ke Fsoill Sia J0S0 alaa (b dias

_ - - 1 -
FIX(x,z)i + yzj +(x2 +5y2jk
E,ilS @il e F 5 8 X (x,2) g /1
MY L0 S dagma 3l o Wde dgaas )
sl Gl oS Oxy (5 sl
O3l sk o cofilite Gl cal /2
tdags ol sl (53

long de ’hélice d’équations Xx=Rcos@ , y=Rsin@ , z=ho
paramétriques X = {QCOSQ , V=Rsin@ , z=hb, Al ) M, (9 _ O) ALl pe E sl e
le travail deF du point M, (6=0 au _
| (6=0) M, (0=7)
pOlnth(e—ﬂ'). uJ; d*‘*—“ U.ﬂ .MSM *..:nujc ] &/3
3. Obtiendrait-on un résultat différent en calculant le ¢ Al Jaie Jsh
travail le long d’une autre courbe ?
Exercice 6.3 3.6 (psal
Une particule matérielle de massem se déplace . e e . o
:bjsj\‘);ul_lk_\;.lm L@_\LSQALAAA;xmdsm

sous 1’action de la force :
= .2 2\ - = =
F —(x +y )ux +xzu, +xyu,
Du point A(1,2,—1) au point D (2, 4, —2) .
Calculer le travail de la force ﬁ suivant chacun des
trajets suivants :

a/ la droite AD ,

b/la ligne brisée ABCD ou B(2, 2,—1) et
C(2,4,-1),

d/ la courbe définie par les équations
paramétriques : X =¢ , Yy =t : , Z=1, sachant

-

F=(x2+y2)ﬁx+xzﬁy+xyi[z
.D(2,4,-2) il ) A(1,2,—1) il cpe
S Sl e llise JS g F 5 sl Jue ol
¢ AD il ||
B(2,2,-1) &s ABCD Sl Ll /o
C(2,4,-1) 5

taadas gl Y alaall o pmall sl [/

REG L, WEI L, %=
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que la particule quitte le point 4 a linstant?, =0 | 57, =0aaall & 4 e ciillad o) ddaii o Lale

et atteint le point D a I’instant?, = 2s .

by =2sddaall 4 DAk ) Jeas

Exercice 6.4
Une particule de masse 7 se déplace sous 1’action

d’une force attractive ' = ——zﬁ . La trajectoire est
r

un cercle de rayon . Montrer que :

k

a/ I’énergie totale est £ = ——

f k
b/ la vitesse estv =, [—,
m

¢/ le moment cinétique est L =~/mkr .

4.6 (a0

- k _ .
L yhd Caad 3 ol .F:—r—zu G
rd op

‘E:—zi‘;‘z@ﬁ\ 8L )

V= i‘shﬁ..c}.d\/u
\/m

L=~ mkr s SOA) e [z

Exercice 6.5
Une particule se déplace depuis 1’origine O jusqu’au

point A défini par 7 =-3u +4u, +16u_ sous

P’action de la force F = —7u, +6u,,. Calculer :

a/ le travail effectué. Est-il nécessaire de spécifier le
chemin suivi par la particule ? justifier.

b/ la puissance moyenne s’il faut 0,6s pour aller
d’un endroit a un autre.

¢/ la variation de 1’énergie cinétique sachant que la
masse de la particule est 1kg .

e/ la vitesse finale si on considére la vitesse initiale
nulle.

f/ la différence d’énergie potentielle entre les deux
points. Que remarquez-vous ? Déterminer 1’énergie

5.6 (ua

ALY Ja O )ad (e WL G o am
F =30, +4ii, +16i — 4
taal L F = —T7ii, +6ii 5 5l

Alad ppimg a2 G da . aiall Jea )
e $aiial

JSa e JEEY S 1Y dansiall AUy [
-0,65 clly AT )

Lapmn)) K o Ll 48 a0 LU 3 el [z
kg &
e s A0 Ao ) Uiel 13 Al de Ll [
1 13l L opikil o AlS) D b ) o

potentielle au point B défini par | — 4 pall  Bdlal 4 A Ak o

F'=Tii, +16ii, —42i. . 1= T, +16ii, - 42ii,

Exercice 6.6 6.6 (3 i
Une grenade lancée horizontalement avec Ila

. — -1 ] \
vitesse v = 8ms ™, explose en trois fragments a masse
égale.

Le premier

fragment continue a se déplacer

. N -1 .
horizontalement 8 v = 16ms ™, un autre est lancé vers

le haut suivant un angle de45° et le troisiéme est
projeté suivant le méme angle vers le bas.

Trouver la grandeur des vitesses des fragments deux
et trois.

DadEE (p = 8ms T Ao e L8 sy AL g
QY A gl Wad GO ) 5 e

Ll Syl Jalgs A5V Lalad
eV Y e L) Aakad) (v =16ms e e
o GAIEN dadadl) g ¢ BAY) ma 45° aial Ay ) Caa
CJa) g o1 5 Ay 3l G s

A Al el e e e JS 300 Gl
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Exercice 6.7

Une masse M =100g est attachée a Dextrémité
d’un ressort disposé horizontalement, comme indiqué
sur la figure ci-dessous, et dont la constante de raideur

estk =20Nm™'. Une massem =50g se déplagant

\ . _ .
a la vitessev, =0.5ms" vient heurter la masse M

initialement au repos. On suppose le systéme isolé.
1/ Calculer la vitessev et le déplacement

maximal X, de la masseM aprés le choc, en

considérant le choc comme étant élastique, et en
supposant que les vitesses de M etm sont paralléles
apres le choc.

2/ Calculer la vitesse V' du systéme (M + m) et la

compression maximale subie par le ressort dans le cas
du choc mou.

3/ Calculer le travail dépensé pour la compression
maximale du ressort toujours dans le cas du choc mou.

7.6 ‘.& t&“

g e Gili ¢ pali dlg 4 M =100g AbS s
b (@) <) W@ g emge ¢ K =20Nm
adaail vy =0.5ms' Al de yw m=50g A
Al g e dleadl i g LA ) MABSIG

M AU x; ekl JE) 5 vie yll cual /1
M ey gl 58l ¢l adlaill Ala 8 aaall 2y
edall 22 Gl s

Liaa 5 (M +m)ieall v' deyud cual /2
ol sl Al & padll X alae Y

oalll okl Ll Cig peadd Jead) caal /3
ol adbadl Al i

M

k

\‘//////////// 7

;777777

V4

Exercice 6.8
Un corps M de masse 1 est soumis & un champ de
forces a symétrie sphérique, et d’ énergie potentielle
2,2
de la forme:Ep(M):Krze T on Koet a

sont des constantes positives et7 = OM la distance
entre le corps M et ’origine O d’un repére inertiel.

1/ Représenter graphiquement £ » (r) en fonction

de

positive pour 7 = 0, négative pour7 = a et tend vers
z€ro en valeurs positives quand 7 —> o0 .
2/Trouver I’expression de la valeur maximale de

, sachant que la dérivée seconde de 1’énergie est

Iénergic £, .
3/ Trouver les positions d’équilibre sur I’axe X 'OX

ouX est’abscisse du corps: —00 < X < +c0.
4/ Quelles sont les positions d’équilibre stable ?
justifier votre réponse.

5/ Trouver 1’expression de la force F (M ) .

8.6 (p a0

G X b Al 8 Jaal m S M aia piady
E,(M)=Krle" " 108 (e dudS) bl
M gl 220 r=OM 5 (ase QB a 5 K &as
s e aled 0ol e

wid g We ¢ Wy E(r) G a1
s r=axe adlu r=02c A g a8 400
=00 Jal (e dan g ity iiall i Jo

B AN eliad) Gl 5 ke aa /2

X'OX ) e )5l palse 3
. =0 < X < 400 tamal) dbald X dua

chida) Jle ¢ i) ¢ 5 ol 50 o8 L /4

CF(M)s s 5te aa /5

Exercice 6.9

Une particule de masse m est lachée en A sans
vitesse initiale. (Figure ci-dessous). On cherche a
savoir quelle doit étre la hauteur A pour que la
particule atteigne le point S' sommet de la goutticre.
1/ Appliquer le théoréme de I’énergie mécanique

pour calculer la vitesse vV, au point B .

9.6 (n s

AN e w5 A e m S dapes & B
Hels Y sl Gyl Gy (i) 8 JSal)
(ol A S Akl dapunll ali S U

Yy de ) Gluad RIS A8 4yl ik /1
B ikl b
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2/ Exprimer /1 en fonction de et.
3/ Appliquer le théoréme de I’énergic mécanique

pour calculer la vitesse V. au point C en fonction de

hetvg.

4/ En appliquant le théoréme fondamental de la
dynamique, déduire la valeur de la réaction R en
fonction de m,r,0,v, etg.

5/ Démontrer que la vitesse minimale que doit
acquérir la particule au point B pour atteindre le

point S est vy . =24/gr .

6/ En prenant v, . la vitesse au point B, calculer
la réaction aux points B et S . Que conclure ? En quel
point la réaction s’annule-t-elle ?

7/ Quelle est la vitesse V,, , que doit avoir la particule
au point B pour atteindre le pointS sans que la

réaction ne change de signe ? Quelle est la valeur
de H correspondante ?

05 Ny hoe pe 2

Ve el Clual RS T &l G /3
- Vg s BNy Cakal) &

35 a g el il Apullay) Ay Sl (3l /4
-g s m,r,0,v, ANy R Jadl
Randl e oy ) B paasY) de ) o 0 /5
S adaail) QJ.CJ B gl < Lol
'VB,min:2 gr@
Jaill 2 cal Bkl e pud) vy LoAAL /6
paniy Adals (ol 8 Taliind 13k LS 5 B okl
?dul\ Q)
e Jass o ey Ay pde il o [T
J os Sakal ) Jeas S Bakall 6 dessl
"ml_ml\ Hw@uebtAJ‘M‘J‘)ﬂ

A

Exercice 6.10
Trois billes de masses m, , m, , M, reposent dans une

gouttiére horizontale parfaitement lisse. La bille 7,
est poussée avec une vitesse initiale dans la direction

de la biller, qui a son tour, et aprés le choc

avec m, , roule dans la direction de 72, et I’heurte. En

considérant les premier et deuxiéme chocs
parfaitement élastiques, quelle doit étre la vitesse que

10.6 ¢p s
S8 e (& my,my,my S &) S EDE aa s
slad) (8 AN Aoy my B SI a8 LA skl JalS
zoAYE om pe pxall axy gl en A 5 my 3 S
5 AV el el Llgeaas 5 omy eladl
O e A dad) o L oddag ) il At

pxall axy 5 S0 Aoy 65 i m, B S) Laals

doit prendre la bille7, pour que la vitesse de la K_M_L,;\
bille 72, soit maximale ?
Exercice 6.11 11.6 (o pad

Le corps de la figure ci-dessous a

masse 1 = 5kg . Partant du repos, il glisse sur un plan

une

incliné d’un anglex = 60°

I’horizontale, jusqu’a ce qu’il atteigne le ressort R de

par rapport a

s m=5kg o A il JS3) e aall sl

dla e Jo SW oSl e Gy
G Gl aly s (@ il o = 60°4 ) 5
k =5000N.m ™" 435 «l, =40cm 4l sh
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longueur a vide/, =40cm, de constante de B L i (s el Al A il AY) 4k G

raideur kK = 5000 N.m ™", et dont 'autre extrémité C
est fixée au bout du plan. On suppose qu’une force de
frottement s’oppose au mouvement du corps sur le
segment AB =a, le coefficient de frottement

cinétique étant 4/ = 0,2, puis elle s’annule sur le reste

du trajet BC =2a .

1/ Calculer la force de frottement sur le segment AB .
2/ Calculer la vitesse acquise par le corps au point 5,
puis la vitessev avec laquelle le corps heurte le
ressort.

3/ De combien le ressort se déforme-t-il ?

4/ De combien le corps remonte-t-il sur le plan incliné
lorsqu’il est repoussé par le ressort vers le haut a partir
du point ou a eu lieu le premier choc, en supposant
que la remontée se fait sans frottement ?

Onprend g =9,8ms ™.

Laddl e awal S5 Sbn i)
Sl daY Jdae AB =@ dagiud)
. BC =2qg &Ll uﬁbujcedajeﬁ‘/,lZO,Zg}LAg

- AB i) dakdll e Ay 5 @ ol /1

G peal b e LS de yull asal /2
o oAl sl L aaay S vie jull S B Akl

Sl Ll it s L /3

andy Lais il 6 sisddl o anall deiay oS5 /4
Alalaa¥l Al e elaid AoV ) s e il
SlSISia) (52 oy 3 gmaal) o (l il ¢ Y

.2 =9,8ms ™l

O

Exercice 6.12

On abandonne sans vitesse initiale a I’instant £ =0

un point matériel de masse 7 en un point M, de la

face convexe d’une sphére de centre O et de rayon R ,
sur laquelle il est susceptible de glisser sans
frottement. (Figure ci-dessous).
1/ En n’appliquant que
conservation de [’énergie

angulaire 6 en fonction de R,g,c etf.

le théoréeme de la
trouver la vitesse

2/ En appliquant le principe fondamentale de la
dynamique trouver la réaction du support en fonction

de O,a,m etg.
3/ Pour quel angle 190 le point matériel quitte-t-il la

sphére ? Discuter le résultat.

12.6 (3 pa

A0 Aoy 0 m LEES duale Ao &y
Osy Gl M, Al e r=0 ddaall 8
O S je 5 K Qg aa gl e clSIia
(e & Jsal) L R W plad caan

aag Ladh Al Ll 4l sul /1
.0 S R,g,O{ :\-‘YJJ H:LU\)S\ :\.c);n

3y gl aill b)) Guky /2
g s O,a,m ANy Jaall Jed
a8t e <)

A.FIZAZ1

Univ-BECHAR

LMD1/SM_ST




Travail et énergie

219

d3Ual) g Jaadl

Exercice 6.13
Un corps de masse m se déplace sur ’axe x'Ox.

Son  ¢énergie  potentielle est donnée  par
X
Pexpression £, = K———, ou K et a sont des
P 2, 2
x"ta
constantes positives.
1/ Représenter I’allure  générale de la

courbe £, :f(x).

13.6 (p sl
433\.): ,x'Ox‘)‘jMS“;D m Mhseumé‘);ﬁ;l
. X ) .
K&L\;\A 3 EszﬁZE‘)L}aJL} DLL’.A FEAIN
x“ta

Ol se QB a5
B, = f(x) einiall el 220w i /1
5 Leie Bofall g o)) sl pualge 2l /2

2/ Trouver les positions d’équilibre en précisant B fise yall
celles qui sont stables et celle qui sont instables. )
Exercice 6.14 14.6 (p »a5

Soit un référentiel R de repére(O,ﬁx,ﬁy,ﬁz).

Une bille assimilée a un point P, de massem , est
astreinte a se déplacer sans frottements le long d’un
demi-cercle de rayon a .(Figure ci-dessous).

Le point P est attaché a un fil élastique dont I’autre
extrémité est fixée enO'(OO' = a). Le fil posséde

une raideur k et une longueur & videl/,. Le point P
est repéré par I’angle (OX, OP ) =0.

1. a/ Exprimer le vecteur Q' P en fonction de a,

dans la base polaire (ﬁr =%,ﬁg} En déduire
I’expression du module O'P .

b/ Exprimer la tension T du fil en fonction
dea,k, lo et 6 dans cette méme base.

2. a/ Déterminer 1’expression du vecteur vitesse V
dans la base polaire.

b/ On note F' la résultante des forces exercées sur la
bille P . Donner ’expression de la puissance F¥en
fonction de aetd.

(c) En déduire I’énergie potentielle F » dont dérive
la force F .

3. (a) On suppose vérifiées les relations suivantes
entre les paramétres :

2mg mg
=, l :\/g ——
Tk (a k j

(041,11, 7, ) e 53 R g 30 0S8

QDU 3 jlacae o LS ¢ P ihil Jidiee 4y S
5 dsb e dial sy
(i) (A IS ). a s ki

iy Gua bl ba ) 3k e Pakil)
ks ye s ball . (00'=a) 0" b AN Gkl
PU:E&X\ a0 'IO t)\& }A 9 d}L 9
(Ox,0P) =649 3,

sacldl A @,y O'Peladll o e ) .1

. q . q

Bl (g =%,@me
.0'P3as)
05 akl, s Lall 7 5500 oo e [o
Baclall s 8
sl 3 Vie ) glad sl aam /1 2
gl

oAbl sl dasd Fy ey o
05 aiNy Fyiclawy) s e el . P iy S
F e Guti ) E) A B i [z
tAiae i G AU DY a is /)3

2mg mg
=— / :\/g ——
Tk b (a k ]
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Quelles sont les positions d’équilibred, et 6,

pourOSQS% ?

(b) Etudier la stabilité des équilibres obtenus.

c0<g<”
2

Negale Joanall () il s Gyl [

Ol

Exercice 6.15
Deux pendules simples de méme longueur/, sont

suspendus au méme point O'. Les billes B, et B, qui
les constituent possédent les masses 7, et m,, et
seront supposées ponctuelles. Au départ, B, et B,

sont en équilibre. On écarte B, d’un angle ¢, , puis
on I’abandonne sans vitesse initiale.

1/ Déterminer les vitesses v, et v, de B, et B, apres
le choc, en fonction de «,/,g et du rapport des
masses X :ml/mz; ainsi que les angles d’écart

maximum ¢, et &, de B, et B, aprés le choc, en
fonction de ¢ et X dans les deux cas:
a/ en supposant la collision parfaitement ¢lastique
(que se passe-t-ilpourx =1 ; x =1 ; x<1?2);
b/ si on enduit B, et B, de glu, de maniére a rester
collées apres la collision (choc mou).
2/ Application numérique : &, = 60°.
a/ On se place dans le casl/a/ :

pour quelle valeur de X les pendules remontent-ils

en sens contraires, du méme angle que [’on
déterminera ?

b/ Pour X =2 , déterminer les angles d’écart dans les

cas 1/al et 1/b/.

ol Legd Glapn lad 8 O Ahadil) uds A Blay
Legd L& il B, 5 B, oS L/ Jshl
Lol 8ok lagua Ji3 9 ¢ m, 5 my GEES
meay L B omyo)s @ omosm
AL Ao s O 92 LS
womy, 5 om AV, 5 v Ofe JJ>/1
s)czml/m2 oSl s 5 gl AV sed.saﬂ
m oo, s a bl Gl AN Sy IS
ol A x5 oo AV aall dom,
Gaany 3 La ) g el JalS plalaal) gl i /)
¢ x<1ex=1x>1dal e
OLaS Cusy el g om, 5 om Ll J [o
(el paall ) arcall aay piidaile
c @y =60° 1 Guki 2
/1A 345 /)

ol A lad ) amiay x I dad ) dal (e
et ool N 131 ity < ypuSlota
G G a gy aam ¢ x=2 dal e [
Jf1 5 1o
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Corrigés des exercices de 6.1 2 6.15 15.6 ,J 1.6 (ye (3 ladl)

Exercice 6.1 :

1/ Pour que la force F dérive d’un potentiel, il faut que la relation rotF =0 soit vérifiée.
Les équations suivantes nous permettent d’en déduire les trois constantes inconnues :

and L)
8F
az =[r=-1
= r=la=d]

L’expression de la force F est donc :
ﬁZ(x+2y+4z)f+(2x—3y—z)]’+ 22
2/ Nous savons queF =—gradE ) (x, v, z) ; partant et par une suite de

raisonnements, nous arrivons a 1’expression du potentie la force ci dessus :

_aEP =F,=-E, —lx2+2x +4xz+f )

oF 6

_a_P:Fy:>2x+ 2x N:fxy ——y yZ+g()
Y

-E, —%x +2xy+4xz—x>+g

8E )
L=F =4 xX— y+2z:>ﬁ=2z
0z Z 0z
Z) =z’ +C"
L’expression du pot donc :

|
, :—5)62—2)6)/—4xz+%y2 +yz—z"+C"

Pour dé \; constante C*, on doit revenir aux conditions initiales :
E,(0,0,0)=2=C"=2

inalement I’expression de I’énergie potentielle (ou potentiel) demandée est :

E Z—%)cz—2xy—4xz+%y2 +yz—z" +2

p

Exercice 6.2 :

1/ Pour que la force F' dérive d’un potentiel, il est impérative que I’équation rotF =0 soit
vérifiée, c'est-a-dire que les trois équations suivantes soient vérifiées a leur tour. De ces

équations on en déduit la valeur X (x,z) . De I’énoncé on en déduit que :

Fo=X(vz)  F=pz s Fomat 4oy
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oF
oF - y:>an=0:>Fx=Cte—>(l)
oy  Ox oy
oF _OF O =2x=F =2xy+C"* > (2)
0z Ox 0z

La premiére solution (1) ne convient pas carF. =X (x,z) doit étre fonction de xet z.

Seule la deuxieme solution(Z) convient. D’aprés les conditions initiales la constante C* est

nulle. D’ou : |F, = X(x,z) =2xz

Pour calculer I’énergie potentielle on utilise la relation F = —gradE L

) E

_aﬁxp =F;‘:>_aaxp =2z= -k, =x22+f(y,z)
OE, o (v.2) _ _1

_ yP F,=0+ 53 ) yZZ>f(y,Z)—E

OE,
F:>x+1y x2+ly2+ g(Z)zo
0z 2 2 y 0z
=g\z ( ) =C" ° Q
1
Le resultat estE, =-x z—— y z+C’e ’ les conditions initiales sur 1’énergie
potentielle, la constante g C’e ul 0) Le résultat final est :

x =—xz—— y z
2/ Calcul du travail pa ¢thodes.

Premiére method :

y=Rsind

. z=ho =
; E, :Z(xz+%y2j:h9R2(00529+%sin2 49}

E, (4)=0

w=E,(B)-E,(4)=hzR*|—(3)

1. =
E (B) = hzR? (cos2 T +§sm2 77}

P

Deuxiéme méthode :
Nous calculons directement le travail en utilisant la formule :
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W= [dex +F dy+ dez]

A C—y

X =Rcos@
dx =-Rsin0.d0 = F.dx =-2R*h6cos Osin 0d 0
F.=2xz=2RhOcos0
y=Rsind
dy =Rcos6.d0 = F,dy = R*h@ cos Osin 0d 0
F,=yz=2RhOsin6

z=ho
dz=R.d0

F. =x’ +%y2 = th(cos2 9+%sin2 9)

w :.[th(—ﬁcosﬁsin6+cos2 9+%sin2 0o Q)

0

1. "
W= th{é{cosz @ +—sin’ QH =
2 0
Les deux résultats (3) et (4) sont identiquex
3/ La force étant conservatrice, le/&av

Exercice 6.3 : \>

Quelque soit le chemin le travail de la force est W = j Fdr

4 A . . . .
méme quelque soit le chemin suivi.

a/ Le travail de la forc uivant-le %min rectiligne.
Rappel mathématique : Pour trouver 1’équation d’une droite passant par les deux

points P(xP, VprZp) et ,ZQ), on doit poser les équations suivantes :
X=Xp _VY=Vp _ 272p

Xo=Xp Vo= Vp ZopTZp

Puis en dé uiryequation de la trajectoire :

y=2x
N x=1_y-2 z+1
= = =>|z=—x
2-1 4-2 -1
z:—l +1
2y

Pour écrire I’expression de la force F' et du déplacement élémentaired™, en fonction de la
seule variable x dans le repére cartésien, on remplace y et z :

F =5x%i, - xii +2x7ii,

dr =dxu, +dyu, +dzu,

y=2x=dy=2dx = dr =dxu, +2dxu, —dxu,
z=—x=dz=—dx
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Calculons le travail de la force dans le premier cas :

ﬁ%Zdex+Fydy+Iidz:>ﬁd7=x2dx 5
1
2 2 =W==x :>W:ZJ
szFdz?:szdx 30 3
1

1
b/ Le travail de la force F suivant la courbe brisée ABCD .
Dans ce cas, on divise le travail total W, en trois travaux W, .. W, et W,
effectués suivant les segments BC, AB etCD.
Suivant le segment rectiligne 4B : seule x varie, y=2 et z=-1 . Les
expressions respectives de la force et du déplacement ¢lémentaire sont :

F=(x* +4)i, - xil, +2xi,

dl = dxii,
Calculons le travail pour cette partie du chemin :
Fdl = (x2 + 2) dx

1 ’ 19
2 =>W, :{—x3+4x} 5= — =6,33J
W.s =j(x2+4)dx 3 1
1
Suivant le segment rectiligne BC :onay vari =2etz =-1. Les expressions
respectives de la force et du déplacement ¢lémentaire ory

F=(4+y a,&ﬁy +2yii_
dl =

Calculons le travail pour cette pa
Fdl=-2

lyu ,
i emin :

& = Wye =[20], = [Poe =47
c 5| 2dy

,4\ F =(4+16)ii, +2zii, +8ii,
dl = dzii,
Calculons le travail pour cette partie du chemin :
o Fdl =8dz
2 \=w, =[8] =W, =-8J
Wep = [8dz) 8] = e,
-1

Le travail total de 4a D est donc :
Wi =Wig ¥ Wy Wep = |W,p =—5,67J

¢/ Le travail de la force F suivant la courbe définie par les équations paramétriques
xX=t , y=t2 , Z=t

Remplagons dans I’expression de la force x=t , y=¢ , z=t:
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F=(0+0)ii, +0, + 0,
de=dt , dy=2dt , dz=dt |=dW =(t" +3¢ +1*)dt
Fdr =0 +*)dt+20dt +0°dt

Le travail de la force dans ce cas est donc :

W :j(f‘ +3f +t2)dt:>
0

Exercice 6.4 :
a/ Puisque la force est centrale et ne dépend que de  seulement, son énergi¢ p
admet une symétrie sphérique qui ne varie aussi qu’en fonction de . La relation e

force et 1’énergie potentielle est donc F = —VE , - Et puisque la variable est alors la

L= > ut en déduire

relation est totalement vérifiée dans la composante radiale p
roor

la valeur de I’énergie potentielle :

k k
E, —jr—zdr:Ep =-—+

Pour déterminer la constante de 1’intégration on co pour£, =0 ona r—>o, et

par conséquent C* =0 . D’ou :

\

Ena a&es équations (1) et (2) , membre a membre, on obtient I’énergie totale :

@ E:lﬁ_ﬁj E:_lﬁ
2rv r 2r

b/ On en déduit I’expression de la vitesse de I’équation (2) :

1k ) k
LE——=—mv = |v=, [—
2r 2 mr

¢/ Calcul du moment cinétique en coordonnées cylindriques par rapport au centre du
cercle :

LO :_’/\mﬁ ur _uﬂ uz
. T — 2N~
‘7:‘-}"‘_'_‘70_7,017637)1 r 0 0 :>L0—mr Huz
s 0 0 0

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Travail et énergie 226 d3Ual) g Jaadl

Le module du moment cinétique est donc égal a :

o =mr’0 oy
v 1 [k = Lo=mr’=|—=|L, =~ mkr
=—=—- | — r \mr

ror\mr

Exercice 6.5 :
a/ Remarquons que la force est constante. Le travail effectué est donc :

dw = Fdr

-3 4
w =J.£dex+Fydy +dez]:> W= [ Fde+|Fdy
0 0

0

-3 4
W= [ ~Tde+[6dy =21+24 = [ =45/] @; ’
0

0
b/La puissance moyenne est :

w 45
=—|,P =—=
moy ¢ moy 0’ 6

¢/ Pour calculer la variation de 1’énergie cinétique
cinétique :

e théoreme de ’énergie

AE, =YW, =

d/ En considérant la vitesse initiale nulle, la Vite

e/ La variation de I’énergie poten lg)’est autre que le travail fourni avec un signe
négatif :

:/V = AEp:—45J

D’apres les résultats obtenus on remarque que|AE, =—AEc| , on explique cela comme

suit :

La particule quitte 1’origine sans vitesse initiale, c'est-a-dire qu’elle n’avait initialement
aucune énergie cinétique, mais par contre elle possédait une €nergie potentielle. En arrivant au
point Aavec la witesse calculée précédemment elle a acquit donc une énergie cinétique
exactement ¢gale a 1’énergie potentielle qui a ¢té totalement dépensée. Au point A4 I’énergie

potentielle est lle(EpA IO) .
> :
s le travail fourni par la force lors de son déplacementde 4 a B :
dw ,, = Fdr

W,y = [(Fdx+Fdy) =W, = f F.dx +]j6 Fdy
-3 4

7 16
W = [ Tdx+[6dy =-28+72=[W,, =44]
4

-3

On peut calculer a present I’énergie potentielle £, , au point B :

Ep,~E ,=W,=E =44 ,|E ,=44J
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Exercice 6.6 :
D’apres le principe de la conservation de la quantit¢é de mouvement : la quantité¢ de
mouvement avant I’explosion est €gale aux quantités de mouvement apres 1’explosion :
D =ptp,tpy = MV =my, +mv, + mv;
Puisque p et p, sont horizontales, la résultante de p,et p,est aussi horizontale et le
quadrilatere formé est un losange. (Voir figure)

v

Avant le choc

En utilisant la loi des sinus on peut écrire :

P, __ P
sin45°  sin45°
A partir de la figure ci-dessus on peut calculer I’intens a résultante de p,et p,:

§=ﬁ2+f73:>R=\/£722+235 > | £=
I1 ne reste plus qu’a calculer le module des vitesses demandées :

P =D+ D, + Py = P= prR= My =my, +mv,\2
%f_/

%

_3v—y

V2

Exercice 6.7 : E )
1/ Pour la witesse, on applique au systeme (M +m) isolé les principes de la

calcule
conservati 2%% ntit¢ de mouvement et de 1’énergie. Puisque le choc est élastique, la
vitesse de S differe de la vitesse de la masse M .

1
S
P, =p, , mvy=mv, + Mv= my, =va—Mv—>(1)

M =3m=v=v,+tv,N2 =|v,

@
1 1 1
E.,=E., , Emvg IEmv]2 +— MV = mv =mv; — Mv* —)(2)

On ¢leve au carré 1’équation (1) et on multiplie 1’équation (2)par la massem , puis on

procede a une soustraction des équations obtenues et enfin déduire la vitesse v :

(1)2 _(2).m =|v= Aj”:"o , [v=0,33ms™
m

Pour calculer la compression maximale on applique le principe de la transformation
mutuelle de I’énergie. La masse M s’arréte apres avoir parcouru la distance maximale x,
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et le ressort se comprime de la méme valeur. Toute 1’énergie cinétique acquise par la
collision avecm s’est transformée totalement en énergie potentielle élastique que le ressort
emmagasine.

1 1 /M
EC=EP , EMv2=§kx§: Xy =V 7 , |X, =2,33cm

2/ Puisque le choc est mou la vitesse de la masse m est égale a la vitesse de la masse M .
Pour calculer la vitesse on applique le principe de la conservation de la quantité de

mouvement au systeme (M + m) :

my,
M+m
3/ Le choc est mou. L’énergie cinétique dépensée est ¢gale a l’énew tielle

pi=p, s myy =(M+m)y =\ v'=0,17ms”

emmagasinée :

Exercice 6.8 :

1/ Le graphe ci-dessous représentﬁxefsﬂjt% de I’énergie potentielle en fonction de la

distance
E a
g
0 /oo
E pomax - L
+ 0 _

0 >
a

2/ L’énergie potentielle atteint sa valeur maximale quand sa premicre dérivée par rapport a
s’annule :

dE 2 2 2
1 =2Kr(1—r2je’ [ z0=>r=a
dt a

r=a=|E = Ka’e™!

p,max

3/ Les positions d’équilibre correspondent a I’annulation de la dérivée premiere d” =0,
t

oﬁre]—oo,+oo[.
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2
: =2Kr(l—r—2]e_r2/”z =0=|r ={0,+a,+}

dt a
2
4/ Les positions d’équilibre stable correspondent aux positions pour lesquelles £>0, et
dt
dzE 7'2 7'4 —i
L=2K|1-5—=+2—|e © ~0=|r={0,%0
1ot (0=
5/ L’expression de la force F (M ) nous la déduisons de la formule ' (M ) =—VE :
- _ _ dE
F(M)=-VE,=F(M)=- d”ﬁ )%
t
ﬁ(M) :—2Kr(1— u ( )

Exercice 6.9 :

. 1 1
1/ Calcul de la vitesse v, : —mvB —Eva —an

2/ Expression de 4 en fonction de @r cos@=|h=r (1 —Cos 6)

3/ Calcul de la vitesse v, au pomt fonction de s etv, :

1
—mvB —mgh => v, =-2gh+v,

nction dem,r,0,v, et g:

4/ La valeur de la réaction

La particule es ise aux deux forces PetR. Le mouvement étant circulaire, la
résultante est u orce/ normale. Projetant les forces sur 1’axe normal et déduisons la

réaction :
A =g —_
\g =ma
R—-mgcos@=ma,
m
2 =|R =3mgcosf-2mg+—v.|—>(1
® a—aN:v_C:—(—zgh+v§) r’ ()
ror
h:r(l—cosﬁ)

5/ Pour que la particule atteigne au moins le point.S avec une vitesse nulle il faut qu’elle
ait acquis au point B une vitesse minimale qui doit vérifier I’équation :

1 1
Emvﬁ —Emvf3 :—mg(2r):> Vi min = 4gr

0
6/ Pour calculer la réaction aux points B et S exploitant I’équation (1) et remplacant/et 6 :

AupointBona:0=0,A=0,dou :
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R, =3mgcos0—2mg + 22

vB,min

R, =3mg —2mg +ﬂ4gr:> R, =5mg
r
Aupoints onad=r,h= ,dou:

— m »
Ry =3mgcosz—2mg + 7v3’mm

Ry =-3mg—2mg +ﬂ4gr:> Rs =—-mg
r

Quand la particule se déplace entre les points cités plus haut le signe de la réact;
du positif au négatif. Cela prouve I’inversion du sens de la réaction au point/ (On
de cela que la réaction s’annule au point/ ). Le point ou s’annule la réactio dé

I’angle 8, que nous voulons déterminer (toujours a partir de I’équation (1

R, =3mgcos 0, —2mg + ﬂv;mm
r

0=3mgcosd, —2mg +ﬂ4gr =cosd, =
r

7/ Pour que la réaction ne s’annule pas entre les p '~
rester positive tout au long de ’arc BS , il faut satisfaire le

, c'est-a-dire qu’elle doit

@ t10ns suivantes :
R>20= 3mgcosg—‘@{mﬂ2 0
v

La valeur de H correspondante e

WlVB O

Exercice 6.10 :
Premlere colllsmn

billem,
mouvement et de I’énergie cinétique pour pouvoir écrire :
® my, = my, +m,v, = my, = my, —myv, —> (1)
1

1 1

2 '2 2 2 2 2

—my, =—my t—myv; = my" =my, —m,v, —)(2)
2 2

2
Eliminons I’inconnue v, entre les deux €quations (1) et (2) , en ¢levant au carré la premiere

et en multiplions la deuxiéme parm, , puis on en déduit la vitesse v, :
2 2.2 _ 2 2 2.2
(1) = m v, =m v, +myv, —2mm,v,v, - (3)

(2) m, =>—> mlzvi2 = mfvl2 —mlmzvz2 (4)

(3) = (4) = m§v§ —2mm,v,v, = m]m2v22 = —ﬂ

RN
|

m, +m,

A.FIZAZ1 Univ-BECHAR LMD1/SM_ST



Travail et énergie 231 d3Ual) g Jaadl

Deuxiéme collision:
Soit v, la vitesse de m, acquise apres le premier choc, pendant que la bille m, est au repos.

Apres le deuxiéme choc la vitesse de la billem, devientV, , et ¥, la vitesse acquise par la
billem, . Appliquons les principes de la conservation de la quantit¢ de mouvement et de
I’énergie cinétique pour pouvoir écrire :

MV, = m,v, + m, = m,v, = m,v, —nmv, —> (5)

1
Emzvz
Eliminons I’inconnuev, entre les équations(S) et (6) , en ¢levant au carr¢ la iére et

b1 ,
2 2 2 2 2
—Emzv2 +5m3v3 = m,v, =m,V; —nm,V; —)(6)

en multipliant la deuxiéme parm, , et puis en déduire la vitesse v, :

(5)2 = mv, =myv; +miv; —2m,mv,v, —> (7)

(6) m, =—>mv, =mv; —m,myv; —> (8)

(7) = (8) = m32v32 —2m,myv,v; = m2m3v32 =

Remplagant v, par sa valeur calculée précédemment p

4m,m,v,
vy =
(m1 + mz)(mz +,{”3
D’apreés 1’énoncé les grandeurs vl,ml,m3 es constantes, maisv; est variable

puisqu’elle est fonction dem, dont no s 'deterrnlner la valeur pour quev, soit
maximale. Le probléme se transform don en fonction mathématiquev, = f (mz) que nous

devons dériver, et de 1a chercher une va m, pour laquelle la dérivée de v, par rapport a

la variable m, s’annule

Pour simplifier posons<{\>v 7/{ et écrivons 1’équation (9) sous la forme :

4mv,x

g Yy 4 (m1+x)(x+m3)
Dérivons h@ pour obtenir :

m1 +x)(x+m3)—x[(m1 +x)+(x+m3)}

dx l (m1 +x)2 (x+m3)2
L ] 2

Z—y =4myy, mlrr? al >

X (m1+x) (x+m3)

. ) dy .

y atteint sa valeur maximale quandE =0,dou:

&,  20m iz = fo
i =S>mm,—x" =0=|x =m, =\/mm,

La valeur obtenue est celle de la massem, pour que la bilem, acqui€re une vitesse
maximalev _ aprés que la billem, 1’ait percutée. Quant a D’expression de la vitesse

maximale on I’obtient en remplagant m, dans I’équation (9) :
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_ dm | mm;v,

,max -
(m1 +Jmm, )(wlmlm3 +m3)

1%

Exercice 6.11 :
1/ La force de frottement suivant le segment rectiligne 4B est :

Jf =HuN
N =mgcosa
2/ pour calculer la vitesse acquise par le corps au point B , appliquons le théoréme de
I’énergie cinétique :
AE =D W,

1 .
Emvf, ~0=mgasina— fa=>|v, =

BC du chemin suivi :

%mv2 —%mvg =mg(2a-1,)sina =

,

4/ Dans ce cas c’est ’inverse qui‘se produit : toute I’énergie potentielle que le ressort a
emmagasinée au cours de sa compressi ransforme de nouveau en énergie cinétique, de
telle facon que le corps va ét relancé avec la méme vitesse que celle avec laquelle il a
percuté le ressort. Nous allo ifier /

——mv = v=x\/E , |v=4,58ms’
m

En appliquant-le théo em de I’énergie cinétique on va calculer la distanced que remonte

le corps apres‘\ll t quitté le ressort :
2
0——mv =-mgdsina = |d :V—_ , |d~1,23m
2gsina
@
Exer 2:

1/ considere le plan horizontal passant par le centre de la spheére comme référentiel de
I’énergie potentielle (E 0 = 0) .
L’énergie potentielle au point M, est :
E,, =mgh
Mo ‘ = E, =mgRcosa
h, =mg cosa ’

L’énergie potentielle au point M est :
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1
E, =mgh +Emv2

1.
h=Rcos8 =E, =ngcos¢9+Em92R2
v=6R

En appliquant le principe de la conservation de 1’énergie mécanique on en déduit la
vitesse angulaire 6 :

1.
E, =E, = mgRcosa =ngcos0+Em92R2

0 =%(cosa—cost9)

2/ Pour calculer la réaction, on fait I’inventaire des forces, on les représente puis on les
projette sur I’axe normal, et on remplace la vitesse angulaire par sa valeur.que-nous avons
calculée dans la premicre question. Donc :

R—Psin(—%+9] =ma,

ay =6°R =

sin(—z + 0)
2

/
3/ Le point matériel quitte la surface de la sﬁl@nd la réaction s’annule pour un angle
1

bien déterminé que nous nous proposons /d<e ca .
N:%O 3= 0, ~ 48°

Discussion : L’angle sous lequel le point matériel quitte la sphere est indépendant du
rayon et de la masse de la s e. Cependant ce résultat change en présence d’une vitesse
initiale ou de frottement a la‘surfa

Exercice 6.13 :
1/ L’allure générale de‘la courbe est la suivante :

EP
A\ Kt B
»’ 2a \

+a

v

K

< —_

>

A 2a

2/ Les positions d’équilibre stable sont caractérisées par les deux conditions :

dE d’E
£ =0, [ ”] =0

dx dx?

Les positions d’équilibre instable sont caractérisées par les deux conditions :
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dE d*E
=0, | —%| <0
dx dx

En derivant £ par rapport a x deux fois de suite, on obtient :

d’E,
5 <0
L =2Kx—— = ,
dx (x2+a2) [d Epj ‘
Nous remarquons que la position d’équilibre stable est(A) —a, mais la

position d’équilibre instable est(B) d’abscisse x = +a .

Exercice 6.14 : Q)
1.a/ On remarque sur a figure de 1’énoncé que : %

O'P=00"+0P

O—O':aﬁx bﬁ:a(ﬁx+:)

OP = au,

}
7

Exprimons le vecteur unitaireu .€n fonction de u et de i, pour obtenir I’expression
demandée :

infii,=|0'"P=a (1 +cos 0) U, —asin @i,

24° (1+cos 49) = ||O'P|| = 2acos§

»1, cos9=2cos2§

b/ la bille-est soumise & une force de rappel d’expression T = —k (l —10)17 ,oul= HWH
®

et u le'vecteur unitaire suivant la direction O'P. On peut décomposer le vecteurz en deux

—

composantes : u = COSE —sin— 5 ue .

Donc la tension du fil élastique est :

T=-k (Za cosg—loj(cosgﬁr —singﬁgj
2 2 2

2.a/ Le vecteur vitesse est défini par 1’expression :
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V=au, +abi, = |V =abu,
——

0

b/ La force F est la résultante de trois forces : le poids P , la tension 7" et la réaction R :
F=P+T+R
@=Fy :(P+T+R)\7

PV =(mg cos Gii, —mg sin i, ) abii, = PV =—aOmgsin 0

v = —kKZa cosg— loj(cosgﬁr —singﬁgﬂ abii,

v =| -k2a cosgcosgur +k2a cosgsm eug +kl, cos Q u, —kl,sin—u,
2 2 2 2 2
0 .0 o 2
= ab2ka cos—sm——a&kl sin— =17V =a Hk—smé? ab
12 2 2 2
—siné
R1V=RiV=0

p=F5=(P+T+R)v = p=-a0mgsin0+ in aéklosing

o= a@{(ka — mg) sin @
°

¢/ A partir de la puissance on en déduit le.travail €lémentaire qu’on intégre pour obtenir
I’expression de 1’énergie potentielle : &

dW =pdt >

dE, =~dW 7 4E, :—[(ka—mg)sinﬁ—klo sinﬂag@

do

p=a0 (ka mg)sin 0=kl

A\»

wn ouver les positions d’équilibre on cherche les valeurs de & pour lesquelles la
p

E,=-a| {(ka —mg)sin @ — ki, sinﬂde

E, = a[(ka—mg)cos&—ﬂd0 cosg} +C"

dériv micre de I’énergie potentielle s’annule. On remplace d’abord a et [, qui se
trouvent dans la parenthése par leurs valeurs respectives qui sont données dans 1’expression
deE,

_ 0
E, =mga {cos 0-23 COSE:|

On dérive cette derniere expression par rapport a € , puis on procede a une transformation
trigonométrique adéquate pour obtenir a la fin le résultat suivant :
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dE 0
P — o :
—mga{ sm9+\/§sm—2} JE

a0 = de :mgasing{\/g—%osg}

sin@ = 2singcosg
2 2

On en déduit les deux valeurs de & pour lesquelles la dérivée premiere s’annule :

dE, _ =0
do [
0<0<r/2 [£=7/3
b/ D’aprés 1’énoncé on doit déterminer les positions d’équilibre stable et uilibre
instable. Pour cela on doit chercher le signe de la seconde dérivée de 1’énergie ielle

pour les deux valeurs 6, et 6,:

d’E, _ N
=mga| —cos——1
2 2

d’E
d@p (6 =0)=mgc{§—l]<0 Equilibre i e
d’E

r(6,=rx/3)="5%0 E

Exercice 6.15 : R
1/ Calculons d’abord la vitesse de la bille B, tou e avant le choc avec la bille B, . Pour

cela on doit appliquer le théoréme de I’éner ique( /1, est la hauteur de laquelle la bille

B, est abandonnée) : AE = ZWI

v, = \/Zgl(l—cosao)

a/ Cas du choc élastiq
On suppose que @ ntité de mouvement et I’énergie cinétique sont conservées. Ceci

nous permet de uler les deux équations suivantes que nous divisons membre a membre.

On obtient donc :
E\y my, =my, +m,v, = (1)

1 2 1 2 1 2 2 2 2
—myy; = —my, +5m2v2 = my, =my, +m,v, —> (2)

. 2
; ! (i):v =y, tv —>
(1) 2 0 1 (3)

Remplagons v, et v, dans l’equatlon(l), sachant quex =— puis déduisons la
m2

vitesse v, , il vient alors :

-1
v, =%\/2gl(l—cosao)

Remplagons v, etv, dans l’équation(l) puis déduisons la vitesse v, , on obtient alors :
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2x

x+1\/2gl(1—cosa0)

v, =

Appliquons de nouveau le théoréme de 1’énergie cinétique aux deux billes pour obtenir
leurs angles de déviation :

1
St =migh
2
1 -1
h, :l(l—cosal) = mlgl(l—cosal) ZEmI [x_ﬂ} 2gl(1—cosoz0
X
x—1
=—/2gl(1-
12 x+1\/ g ( cosao)
x—1T
=1-|— (1- 4
cosa, [xH} ( cosao)
L,
—myvy =m,gh,
2 2
h2=l(1—cosa2) :ngl(l—cosa2)= 1 2gl(1—cosa0)
2x
v, :m\/2gl(l—cosa0) N &
O ]
cos I-cose, )| — (5
a2 22| -eonar) > (9)
Discussion : _)
-1 i(()) : Les deux S remo/ntent dans le méme sens apres le choc telle que la
V2
vitesse de 4, soit plus petite que la vitesse de 4, .
V= 0 s A N ’ / P
x=1= « La - s’arréte apres le choc en transférant toute son énergie a la
Vy =V
bille 4, qui s’g’(ce vee a vitesse v, .
<0 . . .
x=<1 ™o »Les deux billes remontent en sens contraires de telle fagon que la bille 4

revient sur 501 hemin et la bille 4, se déplace dans le sens contraire.

b/ Cas du choc mou :
La quantit¢ de mouvement étant conservée, la vitesse des deux billes collées ensemble
tout juste apres le choc est :

myv, =(m1 +m2)v:> VZﬁ\/2gl(l—cosa0) —)(6)

On applique au systéme le théoréme de 1’énergie cinétique pour trouver :
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AE =Y,

1
E(m1 +m2)v2 =(m1 +m2)gh

h:l(l—cosa)

L’égalisation des deux équations(6) et (7) nous donne I’angle de déviation « dans le

2gl (l—cos a) - (7)

cas du choc mou :

xX—

2
cosa :1—[%} (l—cosao)

2/ Application numérique :
a/ Pour trouver la valeur dex pour laquelle les deux billes s’écartent sens

contraires d’un méme angle, il faut égaliser les deux équations (4) et(5 ) :

17 2
cosal=cosa2:>1—[x—+1} (l—cosao)ZI—[ T
X

3x+2x-1=0=>

Seule la solution positive est acceptable,

correspondant est : P 4
2
cosa'= { 1 cos Qosa'=0,875:>

b/ Les deux angles de dev1aﬁ©9

Dans le cas du choc élastique emplace dans I’ equat10n(4) :

[, et I’angle «'

cosa, } ycosao), cosa, =094=|a, ~20°
= x=2 x=2

Dans le cas dw u : on remplace dans l’équation(S) :
2
2x o
a, =1 {—} (1 - cosao)cos a, =0l11<a, =837
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