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RESUMEN

TITULO:

ELABORACION DE LAS NOTAS DE CLASE DE LA ASIGNATURA “TEORIA DE ESTRUCTURAS II” *
AUTOR:

JORGE ELIECER ESCOBAR FLOREZ**

PALABRAS CLAVES: Analisis de Estructuras, Teoria de Estructuras, Métodos de Analisis Estructural,
Viga Conjugada, Slope Deflection, Método de Cross, Método de Kani, Idealizacion estructural.

DESCRIPCION

El presente trabajo de grado consistié en la elaboracion de un material de consulta y estudio para los
estudiantes de la asignatura Teoria de Estructuras Il dictada en la Escuela de Ingenieria Civil de la
Universidad Industrial de Santander. En el desarrollo de este proyecto se realizaron actividades como:
Asistencia y toma de notas en las clases de la asignatura, Lectura, andlisis y clasificacion de la
informacion disponible, Redaccién y elaboracion del libro y una revision periddica del libro por parte del
director y del estudiante.

El libro consta de 5 capitulos: METODO DE LA VIGA CONJUGADA, METODO DEL SLOPE
DEFLECTION, METODO DE CROSS, METODO DE KANI E IDEALIZACION Y ANALISIS
ESTRUCTURAL, y un anexo: ANALISIS MATRICIAL DE MUROS Y DEL SISTEMA DUAL. Cada uno de
los capitulos consta de un marco teérico explicativo y ejercicios ilustrativos desarrollados paso a paso que
le permitiran al estudiante afianzar sus conocimientos.

Con la realizacidon de este proyecto no se quiso igualar, ni reemplazar los excelentes textos existentes
sobre este tema. Ademas es importante mencionar, que los objetivos planteados para este libro no se
cumplirian sin la ayuda del docente, ya que aparte de conocer y manejar los fundamentos tedricos del
Analisis Estructural, cuenta con el bagaje profesional como docente y como ingeniero.

* Trabajo de Grado, Modalidad Informe de Practica.
** Facultad de Ingenieras Fisico-Mecénicas, Escuela de Ingenieria Civil, Director: Ing. Dalton Moreno Girardot.



SUMMARY

TITLE:

CLASS NOTES ABOUT THE ASIGNATURE “THEORY OF STRUCTURES II’
AUTHOR:

JORGE ELIECER ESCOBAR FLOREZ **

KEY WORDS: Analysis of structures, Theory of Structures, Structural Analysis Methods, Conjugated
Beam, Slope Deflection, Cross Method, Kani Method, Structural Idealization.

DESCRIPCION

The present Grade project consisted on the elaboration of a material for consultation and study for the
students of the subject Theory of Structures Il taught in the School of Civil Engineering of the Universidad
Industrial de Santander. During the development of this project some activities were made: Taking notes
during the classes of the subject, Reading, analyzing and classification of the information available,
elaborating and writing the book and a scheduled inspection of the book by the director of the project and
the student.

The book consists of 5 chapters: CONJUGATED BEAM METHOD, SLOPE DEFLECTION METHOD,
CROSS METHOD, KANI METHOD, and IDEALIZATION ANALISIS OF STRCUTURES, and an annex:
MATRIX ANALYSIS OF WALLS AND THE DUAL SYSTEM. Each one of these chapters consists of an
explanatory theoretical frame and illustrative exercises developed step by step that will allow the student
to strengthen their knowledge.

With the accomplishment of this project it was not wanted to equal, or to replace the excellent existing
texts of this subject. In addition it is important to mention, that the objectives raised for this book would not
be fulfilled without the help of the teacher, who besides, knows and handles the theorical foundations of
the Structural Analysis, and also counts with the professional baggage as a teacher and also as an
engineer.

* Grade Project.
**UIS Physicomecanic Engineering Faculty, Civil Engineering School, Director: Girardot Moreno, Dalton.



INTRODUCCION

Este libro es una propuesta de proyecto de grado que nace como evolucién de unas
notas de clase del curso de Analisis de Estructuras Il de la Universidad Industrial de
Santander orientado y asesorado por el profesor Dalton Moreno que tiene como fin
presentar una herramienta de apoyo que facilite la consulta, comprension y desarrollo
de competencias para el conocimiento y aprendizaje de algunos métodos de analisis

estructural tradicionales, temas basicos de la Ingenieria Civil

El conocimiento de estos métodos es de gran importancia ya que han sido el
fundamento tedrico que rigen el comportamiento de las estructuras, esto junto con la
experiencia adquirida en el ejercicio del proceso de disefio ayudan a formar en el

ingeniero civil un buen criterio estructural para calcular estructuras confiables

Aunque actualmente existen programas computacionales que calculan estructuras mas
complejas de manera rapida y exacta, es necesario motivar en los estudiantes el
conocimiento de la fundamentacién tedrica de los mismos con el fin de desarrollar su
capacidad analitica, l6gica y racional y cultivar su apreciacion, su sentido y su intuicion,
con relacion al comportamiento de las estructuras, sin perder de vista aspectos

relevantes.

Se pretende que el ingeniero civil al adquirir el acervo cognoscitivo conjuntamente con
el desarrollo de las destrezas y competencias basicas propias de su formacion, sea un
profesional exitoso en el manejo de los conocimientos de Analisis de Estructuras, con
mucha responsabilidad social para de esta manera lograr construir conjuntamente un

mejor pais



El trabajo escrito esta disefiado para ser utilizado dentro de los procesos de ensehanza-
aprendizaje y podria ser usado como material de apoyo en la materia de Andlisis de
Estructuras |l para reforzar el desarrollo profesional

Seria una pretensidn arrogante de mi parte querer reemplazar o igualar con este
escrito, los valiosos y excelentes libros que sobre esta materia se han escrito,
simplemente es mi intencion presentar un material de apoyo sencillo que facilite al

estudiante entender algunos métodos de analisis de estructuras



OBJETIVOS

OBJETIVO GENERAL

Desarrollar un material escrito de consulta para los estudiantes de Ingenieria Civil, que

contenga los temas tratados en la asignatura Teoria de Estructuras Il.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Ofrecer al estudiante de Ingenieria civil una herramienta de estudio y consulta
sobre los temas: Viga Conjugada, Slope Deflection, Método de Kani, Método de

Cross y Analisis Matricial de sistema Dual (Muro — Pértico).

Presentar un marco tedrico acorde a las explicaciones del docente del curso y
complementado con el analisis de la literatura disponible buscando usar un

lenguaje claro.

Demostrar algunos ejercicios Tipo de cada tema, que sirvan como modelo en la
solucion de problemas y que permitan aclarar las posibles dudas que el

estudiante presente.

Plantear una serie de ejercicios sobre los temas tratados en clase de Teoria de

Estructuras I, para que el estudiante logre afianzar los conocimientos adquiridos.

Promover un aprendizaje significativo a través de la resolucion de problemas por
parte de los estudiantes sobre los siguientes tdpicos: Idealizacion Estructural,
Diversas combinaciones de fuerzas y Analisis para encontrar desplazamientos,
rotaciones, reacciones y fuerzas internas en los diferentes elementos

estructurales.



1. METODO DE LA VIGA CONJUGADA

1.1 INTRODUCCION

El calculo de las deformaciones que sufre un elemento estructural o una estructura
completa bajo la accion de cargas u otro tipo de efectos tiene mucha importancia en el
analisis y disefio de estructuras, ya que existen limites permisibles para las
deformaciones por motivos de seguridad y estéticos. En ambos casos, ademas de
producirse una mala apariencia de la estructura, una deformacion excesiva puede
producirle dafos a otros elementos estructurales o no estructurales, tales como
agrietamientos en techos y en paredes por ejemplo. Las deflexiones son importantes
en el analisis dinamico de las estructuras, como cuando se estudia la respuesta de un
edificio ante un sismo o cuando la estructura soporta maquinaria pesada, la cual tiene
componentes que rotan o se desplazan periédicamente generando entre otros,

vibraciones importantes.

A través de la historia se han desarrollado métodos muy importantes para el calculo de
las deformaciones en las estructuras, los cuales han sido fundamentales para el analisis
estructural. Algunos de estos métodos fueron tratados en asignaturas como
‘Resistencia de Materiales y Analisis de Estructuras 1”.

Entre ellos tenemos:

. Método del Area — Momento

J Método de la Doble Integracion
o Método del Trabajo Real

) Método del Trabajo Virtual

. Método de La Viga Conjugada



Este ultimo método sera el que se estudiara en el presente capitulo. A su vez este
meétodo sirve como base para explicar algunos otros métodos que se analizan en los

préximos capitulos.

1.2 CONCEPTOS PREVIOS

1.2.1 Principio de Superposiciéon

El principio de superposicion es la base fundamental de una gran cantidad de métodos
de analisis estructural.

Este principio puede enunciarse de la siguiente manera: “El desplazamiento o esfuerzo
total en un punto de una estructura sometida a varias cargas se puede determinar
sumando los desplazamientos o esfuerzos que ocasiona cada una de las cargas que
actuan por separado”.

Para que esto sea valido, es necesario que exista una relacion lineal ente las cargas,

los esfuerzos y desplazamientos.

Dos requisitos fundamentales deben cumplirse para que el principio de superposiciéon

sea aplicable:

o El material estructural debe comportarse de manera elastica - lineal, a fin de que

sea valida la ley de Hooke y la carga sea proporcional al desplazamiento.

o La geometria de la estructura no debe sufrir cambios importantes cuando se
aplican cargas. Si los desplazamientos son grandes, entonces cambian
considerablemente la posicién y la orientacion de las cargas. Este efecto se presenta en

elementos sometidos a flexo-compresion.

1.3 MARCO TEORICO



El método de la viga conjugada, desarrollado por Otto Mohr alrededor del afo de 1860,
es un método bastante sencillo y practico que nos permitird encontrar las pendientes y
las deflexiones causadas por un sistema de cargas externas aplicadas sobre la viga
real mediante el calculo de los cortantes y momentos internos de una viga analoga
llamada “viga conjugada" de igual longitud pero cargada con el diagrama M/EI de la
viga original.

La analogia entre la viga real y la viga conjugada se basa en la similaridad existente
entre las relaciones de la carga (W), la fuerza cortante (V) y el momento flexionante (M),
y las relaciones entre M/EI, la pendiente (8) y la deflexion (y).

A continuacion se muestra la deduccion de los principios de este método. Se recurre a

conceptos basicos de geometria y de otras asignaturas vistas anteriormente.

Figura 1: Viga Cargada

Considerando una viga simplemente apoyada, deformada elasticamente por un sistema
de cargas cualquiera aplicado perpendicularmente al eje de la viga y tomando un

elemento diferencial dx. Para su analisis se tiene:



Figura 2: Diagrama de Cuerpo Libre del diferencial dx

El momento interno M de la viga deforma el elemento dx de tal manera que las
tangentes de cada lado del elemento se intersecan formando un angulo igual a d@. A su
vez, el momento M genera una elongacion de la fibra a tension mas alejada del eje

neutro iguala A (A/2 en cada lado).

Las deformaciones que sufren las estructuras en la ingenieria civil son muy pequefas
comparadas con la longitud de los elementos y por consiguiente los radios de curvatura
r son muy grandes. Bajo las anteriores condiciones es permitido hacer las siguientes

consideraciones:

. dx = ds Ecuacién 1.1

AX = As

Haciendo uso de estas aproximaciones y de la geometria del grafico se pueden

plantear las siguientes relaciones:

dé (Ax/2) B .
° 7 = A - do = ? Ecuacion 1.2



dx

. dx=d@-r - dH:T Ecuacion 1.3

r = Radio de curvatura de la fibra en el eje neutro

Teniendo en cuenta algunos conceptos previos vistos en la asignatura de resistencia de
materiales:

o Ley de Hooke:

c=E-¢ - g:% Ecuacion 1.4
o Ax donde &= Alargamiento (.) Acort.ar‘mento total Ecuacién 1.5
dx Longitud Inicial
M- .
. o= # - O = M-c Ecuacion 1.6

Siendo y = Distancia desde el eje neutro hasta el punto donde se quiere evaluar el esfuerzo.

C =Distancia maxima desde el eje neutro hasta la fibra mas externa del elemento.

Reemplazando la Ecuaciéon 1.6 en la Ecuacién 1.4, se obtiene:

M-.C
E=——
E-Il

Ahora, reemplazando la anterior expresion en la ecuacion 1.5:

Ax M-C

dx  E-I



Multiplicando ambos lados de la ecuacién por dx, y dividiendo por C se tiene:

d@zldx
E-I

0= j—dx Ecuacion 1.7

Donde:
E = Modulo de elasticidad del material

| = El momento de Inercia de la viga con respecto al eje neutro

La anterior expresion se puede relacionar con la ecuacion 1.3

—= E Ecuacion 1.8
[

1 M
E.
La curva elastica presenta una relacién entre el radio de curvatura y la pendiente de la

curva, la cual se expresa mediante la siguiente ecuacion:

2 2
l dy/dx Ecuacion 1.9

r (1+(dy/dx)*)*"?

Si las pendientes son pequenas, como se ha venido suponiendo, el término (dy/dx),

que representa la pendiente de la curva es despreciable, obteniendo asi:

—_= —> e
roodx’ dx* E-I

1 d?y d’y M

Integrando la expresion anterior se obtiene la ecuacion 1.10, con la cual se puede

calcular la rotacion @ en cualquier punto de la viga:



g _ j (dex Ecuacion 1.10
dx El

Siendo esta la misma expresion obtenida en la ecuacion 1.7 Integrando por segunda

vez la ecuacion anterior inicial, se obtiene la deflexion y en cualquier punto de la viga:
M
= ||| = dx [dx Ecuacién 1.11
v= 5]

Recordando las relaciones existentes entre la carga (W), la fuerza cortante (V) y el

momento (M) para un elemento de longitud dx:

Figura 3: DCL para un diferencial dx

dw
v {1
- ™
N (\7 [ J )M dm
V +dv

ol X
dv
— =W — V = IWdX Ecuacion 1.12
dx
d_M:V N M = |Vdx = || (wdx )dx Ecuacién 1.13
dx

En el siguiente cuadro se resumen las ecuaciones basicas necesarias para el método:

10



0] %dx Ecuacion 1.10 V = [ wdx Ecuacién 1.12
y= ”(%dxjdx Ecuacion 1.11 M = ”(de)dx Ecuacion 1.13

Ahora, considere una viga ficticia llamada “Viga Conjugada” de longitud igual a la de la

viga real y cargada con el diagrama de momento dividido entre la rigidez El ( W = % ),

calculando la fuerza cortante y el momento flexionante para esta viga haciendo uso de

la similitud con las ecuaciones 1.12 y 1.13, se obtiene:

M
V conj = deX = J.de Ecuacion 1.14

W = [ - Ecuacion 1.15

Si se comparan las ecuaciones 1.14 y 1.15 con las ecuaciones 1.10 y 1.11 se deduce

que la rotaciéon (8) en la viga real es igual a la fuerza cortante Vconj en la viga

conjugada y que la deflexion (y) en la viga real es igual al momento flexionante M conj

de la viga conjugada.

Lo anterior se puede resumir en dos teoremas fundamentales conocidos como los

teoremas de la viga conjugada y se presentan a continuacion:

Teorema 1: La pendiente (6) en un punto de la viga real es igual a la fuerza cortante

(\7conj ) en el mismo punto de la viga conjugada.

6,0 (X0) =V conj (Xi)

11



o Teorema 2: La deflexion (y) en cualquier punto de la viga real es igual al

momento ( M conj ) del punto correspondiente en la viga conjugada.

Yreal (XI) = Mconj (XI)

1.4 CONDICIONES DE APOYO DE LA VIGA CONJUGADA

Haciendo uso de los anteriores teoremas se establecen las condiciones de apoyo que
tendra la viga conjugada para que se produzca la correcta equivalencia entre viga real y
la conjugada. Es decir, cuando se dibuja la viga conjugada es muy importante que el
cortante y el momento que se generan en sus apoyos sean tales que correspondan a la

pendiente y al desplazamiento que ocurren en los apoyos de la viga real.

1.4.1 Apoyo simple en la viga real:
En este tipo de apoyo hay rotacién pero no deflexion, lo cual implica que en la viga
conjugada hay cortante pero no momento, es decir las mismas condiciones que

ofrece el mismo apoyo simple.

Figura 4: Condiciones de Apoyo Simple

VIGA REAL VIGA CONJPHGADA
W .

ﬁl L El _{I}__D_ o

A

BMU Iﬂazm Bﬁf%'a I

12



1.4.2 Apoyo empotrado en la viga real: En este tipo de apoyo no hay rotacién ni
deflexiéon, de tal manera que en la viga conjugada no puede haber cortante ni
momento, lo cual solo se logra dejando los extremos libres como si estuviera

en el aire.

Figura 5: Condiciones de un Apoyo Empotrado

VIGA REAL VIGA CONJ&JGHDA
W ==
| L El | U)/ ot \I\]\I
“El

BA:R'A:D eB:Rlﬂ:EI GA:RIA:D GFH'FU
¥ =h 2=0 s =Ma =0 Ya=Ma=0 Yy =Ma=0

1.4.3 Voladizo en la viga real: En el extremo libre de la viga real se presenta
rotacién y deflexion, de tal manera que viga conjugada tendra cortante y

momento. El empotramiento modela estas dos condiciones.

Figura 6: Condiciones de un Apoyo en Voladizo

VIGA REAL VIGA CONJUGADA
fﬂﬁﬁﬂﬂﬂ e
| L El | — oM
\[\l\l\ﬁi\\n:m £
F— 25
eA:RIn:D BE:RIB #D BFRI“ #D
Ta=a=0 s =Ms £0

13



Importante:

o En todos los casos, la viga conjugada debe ser determinada, pues una viga

conjugada indeterminada implicaria tener una viga real inestable.

o Cargando la viga conjugada con el diagrama (W:%) del lado de compresién

de la viga real y tomando como convencion el origen de la viga en su extremo izquierdo,
el sentido positivo del eje x hacia la derecha y el sentido positivo del eje y puede

decirse que: un cortante positivo representa una rotacion de la viga en el sentido de las

manecillas del reloj (pendiente neqgativa) y un momento positivo se interpreta como una

deflexién hacia abajo.

1.5 EJERCICIOS DE APLICACION

Ejercicio 1.1

Encuentre el valor de 6, , 6,, 6, y Ac para la siguiente viga:

60 KN 40 KN

A A

2.0 m. ‘ 1.0 m. ‘

o Como primer paso se construye los diagramas de cortante y momento de la viga

real.

D> M, =0=-60-2-40-3+R,, -4 — R, =60 KN

14



> F,=0=-60-40+60+R, — R, =40 KN

o Conocido el diagrama de momentos de la viga real se procede a cargar la viga
conjugada con el diagrama M/EI, Se deben tener en cuenta las condiciones de apoyo
que tendra la viga conjugada. Analizando la viga real, tanto el apoyo A como en el
apoyo D son apoyos simples los cuales permiten que los extremos roten. Estas

rotaciones son cortantes en la viga conjugada y se representan como apoyos simples.

80
El

o Calculo de 6,y 6p:

La rotacion en el nodo Ay en el nodo D son iguales a las reacciones en el punto A (R, )

y en el punto D (R, ) de la viga conjugada, éstas se calculan aplicando en el diagrama

de cuerpo libre de la viga conjugada las ecuaciones basicas de equilibrio.
Para facilitar los calculos se divide el diagrama M/EI en 4 secciones y se calcula el valor

de la fuerza de cada seccion y su punto de aplicacion con respecto al nodo B.

15



v \ )

V@

v

X1

X2

X3

X4

Seccién Figura Fuerza (Rad.) Punto de Aplicacién (m)*
1 80, 80
1 Aﬁﬂ VR =) == X, =2.67
1= ()(EI) El |
1 20, 10
2 Ebb ‘l’Fzz_'(l)(_):_ X, =1.67
2 El El
60, 60
3 VR, =()(=)=— X, =15
3 ()(EI) £ 3
| 60, 30
4 JF,=—-)(—=—) == | X, =0.67
Hjl =5 =g "

* Las distancias Xi son medidas desde el apoyo D hasta la posicion de la resultante Fi

_ 26732 Ao (&0 A 4R =
ZMD =(2.67) (EI)+(1.67) (EI)+(1.5) (EI)+(O.67) (EI) 4-(Ry)=0

85.1 85.1
a=0h= =

El 10000

2|

=8.51x10rad

80 10 60 30 535
ZFY_—{(E)+(E)+(E)+(E)}+8.51x10 +(Rp)=0

R, =0, =9.49x10~ rad

16




. Calculo de Og:

La rotacion en el punto B de la viga real ( @g ) es igual al cortante en el punto B de la
viga conjugada (V_B). Para esto se analiza el diagrama de cuerpo libre de la viga

conjugada a la izquierda del punto B:

V, = —j—R_A =8.0x107° —8.51x107 = —5.1x10™* rad.
V, =6, ==5.1x10"*rad.

5 —

Calculo de Ac:

La deflexion en el punto C de la viga real (A¢ ) es igual al momento en C de la viga

conjugada (M_C). Para esto se analiza el diagrama de cuerpo libre de la viga conjugada

a la derecha del punto C:

17



Tl

<

<

(e)
o
<

Mc :M_C_§F4+1'(R_D):0

g

Mo = A =+ [ 30 ) 1. (9.49%107) = 8.49x10  rad
3 (10000

El signo positivo indica que la deflexidon es hacia abajo (negativa).

Ejercicio 1.2

Calcular las deflexiones y rotaciones en los puntos By C de la siguiente viga:

P
21 | l
M. QL A c B
T 3/4 L /4
R, |
o Inicialmente se calcula el diagrama de cortante y de momento de la viga:

18



V [KN]

Q

Diagramas de Cortantes

X [m]

M [KN-m]

X
O [m]

PL
Diagramas de Momento

Antes de cargar la viga conjugada con el diagrama M/EI es importante tener en
cuenta que el segmento AB de la viga real presenta una inercia 2I, lo cual hace

que el diagrama original de momento se reduzca a la mitad en este tramo.

También es importante analizar las condiciones de apoyo que presenta la viga
real. El apoyo A se encuentra empotrado, impidiendo asi la rotacion y la deflexién
del nodo. Este apoyo se representa en la viga conjugada como un apoyo libre.
Caso contrario se da en el apoyo C de la viga real, el cual es un apoyo libre que
permite la rotacidn y deflexion del nodo, convirtiéndose en un empotramiento en la

viga conjugada.

19



3/4 L L/4

e Para facilitar los calculos se divide el diagrama M/EI en 3 secciones y se calcula el

valor de la fuerza de cada seccion y su punto de aplicacion con respecto al nodo
C.

Seccion Figura Fuerza (Rad.) Punto de Aplicaciéon (m)*
3 PL 3 PL’ 5
LT TR =GLGE) =55 =3

1 3. _3PL. 9 PL 3
2 W TE =22 =2 X, ==L
2 2(4 VeE) "% | P4

1PL 1 PL? 1
3 - TF=—-CLE—)= Xy=—L
3 ( DG E) "% E Y6

* Las distancias Xi son medidas desde el apoyo C hasta la posicién de la resultante Fi

J Calculode 85 y Ag:

Para el calculo de la rotacion y la deflexion de la viga real en el punto B, se consigue el
valor del cortante y del momento en el punto B de la viga conjugada. Para esto se utiliza

el diagrama de cuerpo libre de la viga conjugada a la izquierda de B.

20



3/4L ‘

. > F, =F1+F2+(V5)=0

3 P2 9 PLz} 15 PL2
— — rad

V_B:eB:__ +
32 EI 64 EI 64 El

o e
M=t :BG LH (332 FI)ELI}LEG Lﬂ (694 FI)ELIJ

— 27 P
8 =Ag =~ ——
256 El
. Calculode 8¢ v Ac:

La rotacién y la deflexidon en punto C de la viga real son iguales a las reacciones que
presenta la viga conjugada en este punto. Para conocer estos valores se aplica los

principios basicos de equilibrio a toda la viga:

* ZFy:F1+F2+F3+(§):O

rad

3 PL +i PL2 s PL’ 17 PL®
132 El 64 El 32 El 64 El

s e B e

- 7 2 2 2
MB=AB=FL 3 PL +FL} PL FL} 1 PL
g8 |(32E1 )[4 ] esaEl)[6 |(32E

21



_ 65 P
384 EI

M. = A,

El método de la viga conjugada también es de gran utilidad para resolver vigas

estaticamente indeterminadas como se muestra a continuacion.
4.3 Ejercicio 3

Encuentre el valor de los momentos extremos M, y M, las reacciones R, y R; yla

deflexion maxima A,,,, que se presenta en la siguiente viga.

i /2 iP

L El |

La viga es estaticamente indeterminada y no puede ser resuelta aplicando las
ecuaciones basicas de equilibrio. Para solucionarla se hace uso del principio de

superposicion y del método de la viga conjugada.

Considere como redundantes los momentos en los extremos M, y M, . Haciendo uso
del principio de superposicion se aplica el efecto de la carga P, del momento M, y del
momento M, por separado, obteniendo asi tres vigas, las cuales se muestran a

continuacion:

22



Ma

Ms

¢ T

Ma

(A& A
.

Mg

A a)
.
JP

i - i -

M [KN-m]

PL
4

Ma

X [m]

Ms

Ma

PL

X [m]

Ms

X [m]

Como se ha visto en ejemplos anteriores, es necesario definir los apoyos de la viga

conjugada. Analizando la viga real se observa que los apoyos A y B se encuentran

restringidos para rotar y desplazarse, por lo tanto la viga conjugada no tendra apoyos,

es decir, se supone que esta en el aire, pero se mantiene en equilibrio bajo la accion de

la carga M/EL.

Se cargara la viga conjugada con los diagramas de momento de los 3 efectos divididos

entre el factor de rigidez ElI ( P, M, y M, ).Para hacer mas faciles y entendibles los

calculos, se calcula el valor de la fuerza resultante de cada diagrama y su punto de

aplicacion con respecto al nodo B.

Seccién

Figura

Fuerza (Rad.)

)*

177>

1 M,
TR =2 (F)=

Punto de Aplicacion (m
1 M, L X, = 2 L
2 El 3

23



N I N B R P

4El° 8 El 2

1 M IM,-L 1
3 I[ T =—(L) (=) =——2 X ==L
: 2()(EI)2EI 3

* Las distancias Xi son medidas desde el apoyo B hasta la posicion de la resultante Fi

e  Calculo del momento M, y M;:
El valor de los momentos extremosM , y M, de la viga real son desconocidos; pero
analizando el diagrama de carga de la viga conjugada se observa que tanto el momento

M, como el M, estan presentes.

Dibujando los resultados de los 3 diagramas en la viga y haciendo una sumatoria de

momentos con respecto al punto de aplicacion de la fuerza resultante F, para eliminar

la incognita M, se tiene la siguiente expresion:

ZMFS :_[Xl _Xs]'Fl +[X2 _Xs]'Fz =0

2
EL_lL .lMA L: lL_lL .lPL
3 3 2 El 2 3 8 El

Despejando M, se obtiene:

24



_PL
8

Conocido el valor de M ,, se hace una sumatoria de fuerzas para conocer el valor de

Ile

M, .

Y F, =F-F,+F =0
IM,-L 1PL IMg-L_
2 EI 8El 2 EI

1(PL/8)-L 1PL® 1M,-L
2 EIl 8El 2 E

Despejando para M se tiene:

M, =— KN-m.

De esta manera se calculo el valor de los momentos extremos de la viga real. Como era

de esperarse, los momentos M, y M, son iguales. Esto se debe a que caga P se

aplico en la mitad de la viga.

R,y R

e  Calculo de las reacciones Ay "'s:

Conocidos los valores de los momentos en los extremos de la viga real, el calculo del
valor de las reacciones se consigue aplicando las ecuaciones basicas de equilibrio en la

viga real:

ZMBzMA—MB+P-%—RA-L=O

Siendo M, = M, como se demostr6 anteriormente se tiene:
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P
RA =3

Y por consiguiente:

e  Calculo de la deflexion maxima 2 wax :

Superponiendo los tres efectos analizados y dibujando el diagrama de momentos total,

se obtiene el siguiente grafico:
M [KN-m] BL

\w X [m]
PL PL
8

8 L2

Este es el mismo diagrama de momento generado solamente por la carga P pero se ha

desplazado hacia abajo el valor del momento M, o M, (PL/8).

La deflexibn maxima de la viga real se presenta en el punto donde el momento de la
viga conjugada M es maximo. En este punto, la pendiente de la viga real es igual a

conj

0 (frea. =0) 0 equivalentemente en la viga conjugada, es el punto en donde el cortante

es igual a 0 (V.

conj

=0). En este caso, debido a la simetria que presenta la viga real, la

deflexion maxima se presenta en el centro de la luz.
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Para el calculo de la deflexion maxima de la viga real se toma el diagrama de cuerpo
libre de la viga conjugada a la izquierda o derecha del punto C, y se calcula el valor del

momento en este punto.

F. pL
8
M
VC
-PL
8 F1

L/4 L/4

El calculo de la resultante se obtiene dividiendo el diagrama de carga M/EI en dos
triangulos, que por simetria son iguales lo mismo que la distancia desde el punto C al

punto de aplicacion de la resultante.

Seccion Figura Fuerza (Rad.) Punto de Aplicacion (m)*
1 L 1 P’ 5
1 1 TFR=—()(—)=— X, ==L
A=y (8EI) 64 El 12
1 PL? 1
N T XLt
( ) (SEI) 64 El 12

* Las distancias Xi son medidas desde el punto B hasta la posicion de la resultante Fi

R R E
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Existe otra alternativa para hallar el A,,, . Recordando que W = y revisando las

m|<

ecuaciones 1.10, 1.11, 1.12 y 1.13 se tiene:

Ve = 0= [Wec= [ Wi =y =[]~ [ 5 0

Mconj = J.\7conj = J.J.(% dX]dX

Integrando la ecuacién del cortante de la viga conjugada Ve Se obtiene el valor de

momento My que corresponde a la deflexion de la viga real. Utilizando como limites

de integracién el punto A (L=0) hasta el punto C (L/2) y evaluando esta integral, se

obtiene la deflexion en el punto C.

Primero se obtiene la ecuacidén que rige la carga W de la viga conjugada en el tramo
AC, la cual no es mas que la ecuacion de la recta que une los puntos Ay C evaluada en

cualquier punto:

mM(X): P X PL
El 2El 8El

Integrando la ecuacion de la carga W se obtiene el cortante V con; :

V(X) = dex = j(% X —%)dx

— P |x* L
V(X*a{?‘zx}

E integrando la ecuacion del cortante \7(x) se obtiene la ecuacion de momento M(x) la

cual se evaluara entre 0 y L/2:
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3 % 3

— P[x L, Pl L
MMAx :AMAX =—)| ———X =— ——
2EI| 6 8 2EI| 96

Comprobando que se llega al mismo resultado.
Ejercicio 1.4

Una viga doblemente empotrada sufre un asentamiento (A) en su extremo B. Encontrar

el valor de los momentos extremos M, , M, y de las reacciones R, y R; generados

en la viga.

L El

Cuando uno de los apoyos sufre un asentamiento, se generan momentos y reacciones

en los extremos de la viga.

Para analizar este problema es necesario realizar un diagrama de cuerpo libre y
desglosar la viga en una suma de efectos para encontrar la carga de la viga conjugada.
Obsérvese que la viga no posee rotaciones en los extremos, pero si presenta un

desplazamiento (relativo).
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M [KN-m] Me

X [m]

Ma
Ma W X [m]
(& A
+ Ma
Ms
Mg
. WA; X [m]

Procedemos a cargar la viga conjugada con el diagrama de momentos dividido por El.
La viga conjugada no se encuentra apoyada en ningun sitio, por lo tanto no presenta

reacciones pero si presenta momento M’b, el cual se encuentra simbolizado por delta

(que corresponde al desplazamiento de la viga real). M_B =A

Fa s
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Como se puede ver, los momentos extremos son iguales. Ahora para conocer el valor

de los momentos Ma y Ms en funcién del desplazamiento A, se plantea una sumatoria

de momentos de toda la viga con respecto al punto B:

LM =_G' MEAl.Lj’@L}G' Mél.L]'GL}M_B:O

Recordando que M_B =Ay M, =M,;, setiene que:

2 2
_ lMA L + lMA L +A=0
3 El 6 El

Despejando M ,, se encuentra que:

2
(1. M,-L +A=0
6 El

Y por consiguiente:

6-El
My == A

e  Calculo de las reacciones R, y R;:
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Una vez conocidos los valores de los momentos extremos de la viga real, simplemente

aplicaremos la estatica basica para encontrar el valor de las reacciones:

D> My=-R,-L+M,+M; =0

M,+M, 2-M,
T

6-El
2 =0 A
( 12 )_12-EI.

- 5 AT

R, =

. > F,=R,-Ry =0

12-El
Re = —5 A

Para evitar confusion en la interpretacién de los signos se debe tener en cuenta que el

valor delta es positivo de abajo hacia arriba.

EJERCICIOS PROPUESTOS:

En los siguientes ejercicios calcular deflexiones maximas, rotaciones, momentos y

reacciones mediante el método de la viga
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conjugada:

NN

130 KM-m
800 n, EI i

15 EI 5 0

AN

S00 m ! S.00 m !

NN

S0 KN/m
200 KN-m 7

J/SEI KM

EI El {j

w?ﬁ
A0y 200 my 200 0 g/}{

[

EI=20.000 KM-mz

33
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2. “SLOPE - DEFLECTION”

2.1 Introduccién

El profesor George A. Maney presento en 1915 el método del analisis de estructuras
Slope-deflection en una publicacion sobre ingenieria estructural de la universidad de
Minesota. Su trabajo fue una extension de estudios anteriores acerca de esfuerzos
secundarios realizados por Heinrich Manderla y Otto Mohr entre los afios 1880-1900.
Su popularidad se mantuvo entre los ingenieros de la época por casi 15 afnos hasta la
aparicion de el método de distribuciéon de momentos (método de Cross).

Este método permite conocer los momentos en los extremos de las barras que
conforman una estructura mediante la solucion de un sistema de ecuaciones que tiene
en cuenta los desplazamientos y las rotaciones en los nodos. También es importante
tener en cuenta que este método solo es aplicable a estructuras con nodos rigidos
como es el caso de las vigas continuas y poérticos rigidos, ya que no se considera el

efecto de deformaciones por carga axial que son las que se producen en las cerchas.

Hoy dia, este método en su forma convencional es poco util debido a los programas tan
avanzados de andlisis de estructuras que existen en la actualidad. Sin embargo se
sigue considerando como uno de los métodos de desplazamiento mas importante de

acuerdo con las siguientes consideraciones:

. Para algunos sistemas estructurales simples (vigas, marcos rigidos) el método
puede presentar una solucién rapida y practica.
o Las ecuaciones fundamentales del método sirven de base para el desarrollo del

método de distribucidon de momentos.
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° Las ecuaciones fundamentales del método establecen la base de introduccion de

métodos de formulacién matricial.

2.2 SUPOSICIONES BASICAS DEL METODO:

- Todos los miembros de la estructura son prismaticos ( E / constantes ).

- Las deformaciones de la estructura son debidas principalmente al efecto de los
momentos.

- La estructura se comporta en el rango elastico (obedece a la ley de Hooke).

- Las deformaciones producidas por fuerzas axiales y cortantes son despreciadas.

2.2.1 Convenciones:
- Los momentos en los nodos en sentido de las manecillas del reloj son negativos.

- Las rotaciones de los nodos en sentido anti-horario son positivos.

2.3 DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DEL SLOPE-DEFLECTION:

Imagine un portico el cual ha sido sometido a un sistema de cargas cualquiera: peso
propio, carga viva, fuerza de sismo, viento, etc.

Como resultado de la aplicacién de este sistema de cargas la estructura sufre
deformaciones (rotaciones y desplazamientos) en los nodos y a su vez se generan

fuerzas en cada uno de los elementos de la estructura.

35



Figura 7: Portico Sometido a un Sistema de Cargas
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Tomando el elemento 1— j del sistema portico después de deformado se tiene:

Figura 8: Analisis del Elemento i-j
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A RELATIVO

Para el analisis de este elemento se hace uso de la ecuacién basica usada en

analisis matricial de estructuras:

[ I:T ] = |: I:empotramiento ] + ': I:desplazamientos ] Ecuacioén 2.1

Donde:

F, = Fuerzas finales en los extremos de la barra.
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Fempotramiento = Fuerzas generadas en los extremos de la barra i—j debido a las

cargas externas (P,W) actuantes sobre la barra. En este caso se restringen los
desplazamientos de los nodos y se puede representar por medio del comportamiento
de los extremos.

Fdesplazamientos = Fuerzas generadas en el elemento debidas a los desplazamientos de

la barra.

Como se menciond al inicio del presente capitulo, el método del Slope-deflection
desprecia las deformaciones debidas a las fuerzas axiales y cortantes en los elementos,

teniendo solamente en cuenta las deformaciones por flexion (momentos).

Asi, la ecuacion basica en el analisis matricial aplicada al método del Slope-deflection

queda convertida en:

[ I:TOTALES ] - |: I:emp ] + [ I:des ]
v v v Ecuacién 2.2
[ M TOTALES ] = |: M emp :| + |: M desplazamiento :|

[Mioraes] = Momentos totales generados en los extremos de la barra.
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[M empotramiemos] = Momentos generados en los extremos de la barra por cargas externas

(P,W) actuantes sobre la barra i— j cuando todos los desplazamientos son iguales a

cero, es decir, la barra esta empotrada.

[Mdespmmmiemos}=Fuerzas generadas en elementos debidas a los desplazamientos

(Hi,ej,A relativo).

A continuacion se estudian los momentos de empotramiento y los momentos debidos a

los desplazamientos.

2.3.1 Momentos de empotramiento

[Mempotramiemos}: Como ya se mencioné anteriormente, los momentos de empotramiento

son los que se generan en los nodos de la barra debido a las cargas (P,W) externas

aplicadas sobre ella.

MijF =Momento generado en el nodo j de la barra ij debido a (P,W).

M jiF =Momento generado en el nodo | de la barra ij debido a (P,W).

Los momentos de empotramiento se calculan:

. Usando un método de anélisis de estructuras como: Area momento, castigliano,

carga unitaria, viga conjugada entre otros.

A manera de ejemplo, se calculan los momentos de empotramiento de la siguiente viga

usando el método de castigliano.
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Figura 9: Viga Cargada
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Se consideran como redundantes las reacciones del extremo B (M ;,R;). Las

condiciones en el nodo B son tales que:

6, =0 y Ay, =0
Luego:
0 :IL M M dx =0 Ecuacién 2.3
® Jol E-l oM,
AB=_[L M oM dx =0 Ecuacién 2.4
ol E-l ORy

2
ZMO=M(X)—MB—W'2X +(Ry X)=0
2
M, = Mg + W~2x —(Rg- X ) Ecuacién 2.5

Derivando la ecuacion de momento con respecto a cada una de las redundantes:

aM(X):l aM(X):_X
oM, OR;
J Para el caso de 6;:

Ll M oM LW -x?
QBZOZIO{EQMJO'X:L[ : +MB—RB-X}‘[1]dx
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L
2
Wx® o ReX
B

0=

0

L3 R, L’
W-L +Mg-L-—2 Ecuacioén 2.6

0:

Despejando R, de la anterior ecuacion se tiene:

2-M .
R, = 2 (WL Ecuacién 2.7
L 3
. Para el casode A;:

Ll M oM Lo W-x?
Aszozfo{ﬁ-m}dx:jo{— 5 —Mg + Ry -x |-[ —x]dx
L

Rg'X’ W-x* Mg-x’

3 8 2

0=

N N M. -L?
RB3L —WSL - 82 Ecuacion 2.8

0 p—

Despejando R, de la anterior ecuacion se tiene:

R, = E(W.L)+3(MB-L2) Ecuacion 2.9
8 2

Igualando las ecuaciones 2.7 y 2.9 se encuentra el valorde M ;:

3.W-L 3Mg-L? 2:M, WL
+ = +

8 2 L 3

2
w-L Ecuacién 2.10

M. =
® 12
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Reemplazando la ecuacion 2.10 en cualquiera de las expresiones de R ; se obtiene:

Ry, = —— Ecuacién 2.11

Una vez conocidos los valores de las reacciones en el nodo se plantea la estatica de la

viga, obteniendo el valor de las reacciones del nodo A:

2
M,= WL Ecuacion 2.12
12
R, = % Ecuacioén 2.13

Asi, los momentos de empotramiento para una viga de seccion constante y con una

carga constante sobre toda la viga son:

M F=—M F=_"_ Ecuacion 2.14

Figura 10: Momentos de Empotramiento

w

ML bt

o Por medio de tablas de calculo de momentos, las cuales muestran un grafico de la

viga con el sistema de carga y el valor de los momentos en funcién de las cargas

(P,W) actuantes en la barra y la longitud de la barra.

2.3.2 Momentos generados por desplazamientos
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Ahora se estudian los momentos debidos a desplazamientos [Mdesp,azamiemos].

Figura 11: Momentos de Empotramiento
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Como se puede ver en la figura anterior, los momentos generados en los extremos de

la barra se producen por 3 desplazamientos.

a. Rotacion delnodo i (6)

b. Rotacion del nodo j (Hj)

c. Desplazamiento relativo entre nodos (A relativo)

A continuacion se analiza cada desplazamiento por separado.

2.3.2.1. Momentos generados en los extremos de la barra i— j por una rotacion en

el nodo i(4i).

Para encontrar la relacion existente entre los momentos generados en los extremos de
la barra y la rotacion ocurrida en el nodo i(6’i), considérese una barra i-j simplemente

apoyada en su extremo i y empotrada en su extremo j, la cual ha sufrido una rotacién

en su extremo i como se muestra a continuacion:
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Figura 12: Rotacién en el nodo i de la barra i-j

IV'ij—ei = Momento generado en el nodo i debido a una rotacién en el nodo

i(61).

M ji-0;= Momento generado en el nodo j debido a una rotacién en el nodo
i(@i) .

A continuacién se hace uso del teorema de la viga conjugada para calcular el valor de

los momentos IV'ij—ei y Mji—ei en funcién de la rotacion (Gi).
Para no saturar el dibujo y evitar posibles confusiones, se usa la siguiente convencion:

ij-6,

1l
<
>

|
<
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Figura 13: Diagrama de Momentos de la Viga Cargada
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Planteando una sumatoria de momentos en el nodo i, se tiene:

> M, =0

R IR YR

M, =2M,

Ahora haciendo una sumatoria de fuerzas en y usando la anterior relacion:

D> Fy=0
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(1 M,L n 1 Mgl +0.=0
2 El 2 El

(le(lM]e o

2 El 2 El '

_(l MALJ_'_Q =0
4 EI

Despejando M ,, se obtiene:

4EI
Ma= 4

Y por consiguiente:

MB :EQ
L

=<

\—I-
R
I
D

<
=
cc
I

>

Ecuacion 2.15

Ecuacioén 2.16

Ecuacion 2.17

Ecuacion 2.18

2.3.2.2 Momentos generados en los extremos de la barra i— j por una rotacién en

el nodo j(4;).



Para encontrar la relacion existente entre los momentos generados en los extremos de
la barra y la rotacion ocurrida en el nodo j(Hj )se considera una barra j-j empotrada en

su extremo i y simplemente apoyada en su extremo j, la cual ha sufrido una rotacion en

su extremo j como se muestra a continuacion:

Figura 14: Rotacion en el nodo j de la barra i-j

Mij—Hj = Momento generado en el nodo i debido a una rotacion en el nodo
i(6)-
M ji-0; = Momento generado en el nodo j debido a una rotacién en el nodo

j
i(9,)

Realizando el mismo analisis que se hizo para el caso de la rotacion en el nodo i, se

obtiene:
2El
Mlj—ej = TQJ Ecuacién 2.19
4El
Mii-0; = =0, Ecuacién 2.20
2.3.2.3. Momentos generados en los extremos de la barra i—j por un

desplazamiento relativo (AR) .
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Para encontrar la relacion existente entre los momentos generados en los extremos de

la barra y el desplazamiento relativo (A;) entre nodos se considera una barra i-j

empotrada en sus dos extremos, la cual ha sufrido un descenso vertical en uno de sus

apoyos como se muestra a continuacion:.

Figura 15: Desplazamiento Relativo entre nodos de la barra i-j

A
mELATIVO

i TR

Mij—AR = Momento generado en el nodo | debido al desplazamiento

relativo (A ).
M ji—-Az = Momento generado en el nodo J debido al desplazamiento

relativo (Ag).

Nuevamente se hara uso del método de la viga conjugada para calcular el momento en
funcion del desplazamiento relativo entre los extremos del elemento.

Para no saturar el dibujo y evitar posibles confusiones se usa la siguiente convencion:
Mij-ng = M,

Mii-ag = M,
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Figura 16: Calculo de Momentos debidos al desplazamiento Relativo entre nodos
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2O
Haciendo sumatoria de fuerzas en y:

> F,=0

(ML) 1M LY
2l EI ) 20 El
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M, =M, Ecuacion 2.21

Ahora, planteando una sumatoria de momentos con respecto al nodo j:

dM;=0

e ey Y

2El 3 2El 3

ML ML
3EI 6El

IVIA'I-Z _

6El R

= A,

Despejando M ,:

M, =—Aq Ecuacion 2.22

Mg =—— A Ecuacion 2.23

Ecuacion 2.24

|
>
Ey)
I
B
Fy)

Ecuacion 2.25

T
>
pel
I
>
pel
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Importante:
El signo del momento varia, dependiendo si el desplazamiento relativo hace girar la

barra en sentido horario 6 anti-horario.

En el desarrollo de este capitulo se plantea la siguiente convencion para determinar el

signo del momento debido al Ag.

Caso A.
Si el desplazamiento relativo A; hace que la barra tienda a rotar en sentido de las

manecillas del reloj, los momentos en los extremos son positivos.

Figura 17: Rotacion de la barra en sentido de las manecillas del reloj

—M,-A,

Mij—ar = Mji-ap = — A Ecuacion 2.26
Caso B.

Si el desplazamiento relativo A; hace que la barra tienda a rotar en sentido anti-

horario, los momentos en los extremos son negativos.

Figura 18: Rotacion de la barra en sentido contrario a las manecillas del reloj

- \M,-A,
"
M{j _A A

|
| RELATIVO
|

(@ fffffffffffffffffff i
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Mij—ag = Mji—ag = —%AR Ecuacion 2.27

Sumando los 3 efectos analizados se puede decir que:

. El momento generado en el nodo 1, debido a los desplazamientos 61,0 y A,
es igual a:
M. - M: . .
Mij desplazamientos — ( IJ_Hi) + ( 'J_Hj) + ( MI]—AR )
4El . 2El . 6El
Mij desplazamientos — —0 + —HJ * —2AR Ecuacion 2.28
L L L
. El momento generado en el nodo ], debido a los desplazamientos 6i,0j y A,
es igual a:
M .- M. . .
M ji desplazamientos = ( J I_‘gi) + ( Jl_gj) + (M JI-AR )

2El 4EI 6El

ji desplazamientos — Tel + ng + ?AR Ecuacion 2.29

M

Momentos totales

Figura 19: Calculo de momentos totales
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Retomando la ecuacion

MTOTALES =M +M

empotramiento desplazamientos

Y aplicandola al nodo i de la barra i-j, se tiene:

M, 1o = M jF + M

i j Total i j desplazamientos

F
M Tl M, (Mij_gi) + (Mij—ﬁj) + (Mij—AR)

4El , 2El ,  6El
=M+ AR/t Ecuacién 2.30

Y lo mismo se hace en el nodo ], obteniendo:

E

2EI , 4El ,  6El
=M+ IR Lo p et Ecuacion 2.31

Siendo estas las ecuaciones basicas usadas en el método del Slope-deflection para

una barra i-j de seccion constante:

e 4El 2El 6El
+

Mij: i C 6. + C Gji E Ay Ecuacion 2.30
2El 4El 6El
M, =M+ 3 0. + i 0, £ - Aq Ecuacién 2.31

52




2.4 PLANTEAMIENTO GENERAL DEL METODO DEL SLOPE-DEFLECTION:

Para solucionar estructuras haciendo uso del Slope-deflection se siguen los siguientes

pasos:

a. Aplicar las ecuaciones basicas de momento del Slope a cada una de las barras de la
estructura. Estos momentos quedan en funcion de las rotaciones en los extremos y de

los desplazamientos relativos entre los extremos de cada barra.

b. Plantear una ecuacion de equilibrio de momentos en cada uno de los nodos de la
estructura. En algunas estructuras es necesario plantear ecuaciones de equilibrio en
algunos elementos o en toda la estructura, como se vera mas adelante en los ejercicios
tipo.

Al establecer todas las ecuaciones de equilibrio necesarias se obtiene un sistema de
ecuaciones, €l cual debe tener igual numero de ecuaciones como grados de libertad
desconocidos tenga la estructura. Al solucionar este sistema se consiguen los valores

de las rotaciones en los extremos 8 y de los desplazamientos relativos A.

c. Conocidos los valores de ¢ y de A., estos se sustituyen en las ecuaciones de

momentos finales planteadas en el paso a.

d. Calculados los momentos, se pueden obtener los cortantes y las reacciones

haciendo uso de la estatica basica.

2.4.1 Aplicacion del Slope Deflection en Vigas

Ejemplo 2.1
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Calcular los momentos en los extremos de las barras A-B y B-C de la siguiente viga,

mediante las ecuaciones del Slope-deflection.

80 KN El=10.000 KN-m2
50 KN/m Mij=?
| \ \I(V\I/V\I/V\I(V\l
e hxp C
}_ 4m 12 m,\_ 4 m

Para dar solucion a la viga propuesta, se aplican las ecuaciones basicas del Slope a
cada una de las barras de la estructura. Como la estructura no presenta
desplazamientos relativos en ninguno de los apoyos, el ultimo término de las

ecuaciones no se tiene en cuenta.
Las ecuaciones para cada barra son:

Mij:MijF+£6ﬁ+£¢9j
L L

M. =M F +£6’i +£01.
L L

ji ji

. Calculo de Momentos de empotramiento

Considerando todos los nodos de la estructura empotrados se calculan los momentos

de empotramiento para cada una de las barras:

2 2
me, - P-ab =806422 ~35.55 KN —m.

L2
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P-a*-b 80-4°-2
MBFA:_ ==

= S =-TLIKN-m.

_W-L? 50x4°
12

Mi =-M5 =66.67 KN — m.

Reemplazando los valores en las ecuaciones se tiene:

MAB=35-55+4X10000-9A+2X12000-9B
MBA=—71-11+2X10000~9A+4XI2000- 0,
M, :66.67+4X10000-195+2XI2000-0¢
M., :—66.67+2XIOOOO-198+4X12000-0C

Evaluando cada uno de los valores de las ecuaciones, se obtiene:

M, =35.55 + 6666.67-6, + 3333.33-6,
M, =-71.11+ 3333.33- 6, + 6666.67- 0,
M, =66.67 + 10000- 6, + 5000- 6,
M

s =—66.67 + 5000- 6, + 10000- 6,

Las condiciones de apoyo de la estructura son tales que:

¢, = desconocido
6, = desconocido

6. = 0 (empotramiento del nodo)
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Teniendo en cuenta las anteriores consideraciones, las ecuaciones quedan convertidas

en:

M, s =35.55 + 6666.67-6, + 3333.33-6, (1)
Mg, =—71.11+ 3333.33- 6, + 6666.67- 0,  (2)
M, = 66.67 + 10000- 6, 3)

Mg =—66.67 + 5000- 6, (4)

Hasta este punto se tienen en el sistema 4 ecuaciones y 6 incognitas
(HA’HB’MAB’MBA’MBC’MCB)'

Planteando la condicién de equilibrio (Z Mi=0)enlos nodos Ay B, se tiene:
Nodo A:

dDM,=0=M,,

M,, =0
Luego la ecuacion (1) queda convertida en:
0=35.55+ 6666.67-6, + 3333.33-6, 1
Nodo B:

D Mg =0 = Mg, + Mg

MBA + MBC:O
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Asi, sumando las ecuaciones (2) y (3) se obtiene:

0=-4.44 + 3333.33- 6, + 16666.67- 6, 5)

Si se toman las ecuaciones (1) y (5) se tiene un sistema de dos ecuaciones y dos

incégnitas ( g,, 6, ):

0=35.55+ 6666.67-6, + 3333.33-6,
0=-4.44 + 3333.33- 0, + 16666.67- 6,

Resolviendo el sistema se obtiene:

0, =-6.072x10" rad

0, =1.481x10~ rad

Reemplazando los valores de las rotaciones en las ecuaciones iniciales de momentos

del ejercicio se encuentran los valores de los momentos extremos:

M g =35.55 + 6666.67-(~6.072x10"") + 3333.33-(1.481x107 ) =0 kN — m.
Mg, ==71.11+ 3333.33- (~6.072x10" )+ 6666.67- (1.481x10" ) =—81.48 kN — m.
Mg =66.67 +10000- (1.481x107 ) =81.48 kN —m.

Mg =—66.67 + 5000- (1.481x10*) =~59.27 kN —m.

Comprobacion:

* ZMA:MABZO (\/)
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* D Mg = Mg, + Mg =-81.48 +81.48 =0 (V)

Esto se hace con el fin de verificar que la solucion del sistema de ecuaciones se hizo de

manera correcta
Estatica de la estructura:

Conocidos los momentos resultantes en los extremos de cada elemento se pueden

calcular los cortantes para cada barra mediante las ecuaciones basicas de equilibrio

(ZMi = O,ZF =0), asi como las reacciones en los nodos.

Vas \ea \Bc Ves

Ve 1 |

-81.48 Kn-m 81.48 Kn-m 50 Kn/m -59.27 Kn-m -59.27 Kn-m

W@D"Q‘ D () D (D
o L

Ra V AN Re Ve Ve Re
Barra AB:
80 Kn
0 ¢ -81.48 Kn-m
TVAB ¢VBA

. > M, =-81.48 — (80x4) + 6V, =0

V, .= 66.91 kN.
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. > F, =-80+6691+V,;=0

V,, = 13.09 kN.

Barra BC:

81.48 Kn-m 50 Kn/m -59.27 Kn-m

QHHHHD
| |

Vec Vs
. > Mg =81.48 — 59.27[ (50x4”) /2| + 4:V; 4 =0

V., = 94.45 kN.

. D R, =—(50x4) + 9445+ V. =0

V.. = 105.55 kN.

Calculo de reacciones:

Nodo A
Vs
¢
s
]

. > F,=R,—V,;=0
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R,=V,, = 13.09 kN.

Nodo B
\Ba Ve

Vo

-81.48 Kn-m 81.48 Kn-m

(=)
|

Rs
° sz:RB_VBA_VBCZO
Rg = 66.91+105.55=172.46 kN.
Nodo C
Vs

|

59.27 Kn-m -59.27 Kn-m

SP
|

Rc

. D F,=R.—Vcp=0

R = V.p = 9445 kN.

. D M¢ =My —Mc=0
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Mc = M., = —=59.27 KN —m.

Equilibrio de la estructura:

Para comprobar que los valores de las reacciones obtenidos para la estructura son los

correctos se plantea su equilibrio:

. DM, =—(80-4)+(6-Ry)—[(50-4)-8]+(10-R; )+ M,
DM, =—(320)+ (103476 ) — (1600) + (944.5) - (59.27)=0 (V)
. D> F,=—80-(50-4)+R, + Ry + R,

> F, =— 80 — 200 + 13.09 + 172.46 + 94.45= 0 (V)

Diagramas de la estructura:

A continuacion se presentan los diagramas de cortante y momento para la anterior viga.

Figura 20: Diagramas de Cortante y de Momento de la Estructura

105.55 Kn
13.09Kn
I O O O O Y

69.91 Kn 172.46Kn
94.45 Kn

Diagrama de Cortante

-81.43 Kn-m

59.26 Kn-m

52.35 Kn-m
Diagrama de Momento
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Ejemplo 2.2

Calcular los momentos en los extremos de las barras A-B y B-C de la siguiente viga.
Tenga en cuenta que se presenta un asentamiento (A) en el apoyo B con un valor de 2
centimetros.

Use el método del Slope-Deflection.

El=10.000 KN-m2

80 KN Mii="?
50 KN/m o
. W W N WYY
&A g_|o0zm C
4m |l 2Z2m 4 m
}‘ -

Este ejercicio es similar al anterior, pero se debe considerar el ultimo término de la
ecuacioén, ya que en este caso ocurre un desplazamiento relativo entre los nodos Ay B
asi como entre los nodos By C.

Es importante tener en cuenta el sentido del desplazamiento para poder determinar el

signo que tendra el término OE| Ag.

L2
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Analizando la estructura después de ocurrido el asentamiento y haciendo uso de la
convencion propuesta en la seccidon 2.3.2.3 para determinar el signo del término del

desplazamiento relativo, se ve que:

: : : , - 6El .
o La barra AB tiende a girar en sentido horario, luego el término ?AR sera
positivo en las dos ecuaciones de momentos de la barra.

: : : . , .. G6EI .
o La barra BC tiende a girar en sentido antihorario, luego el término ?AR sera

negativo en las dos ecuaciones de momentos de la barra.

Ahora se puede encontrar las ecuaciones para cada barra:

MiszijF+4E|H+2EI 9.+6EIA

L ' L T F
Mji:MjiF+2EIHi+4EI 91.16'52' A,
L L L

. Calculo de Momentos de empotramiento

Son los mismos valores encontrados para el ejemplo anterior.

M =35.55 KN —m.
M{, =-71.11 KN-m.

Mi. =-ME =66.67 KN —m.

Reemplazando los valores tenemos:

4x10000 2x10000

M, =3555+ 0, + . 0, + %-(0.02)
MBA:_71-11+2X10000‘9A+4X12000“95 N 6><16(2000.(0.02)
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M, =667+ 4310000 5 210000, 6x10000 ;)
4 4
M., =—66-67+ZXI0000-93+4X12000-9c B 6><14(2000.(0.02)

Obsérvese que el signo del término 6LE2| A, depende del sentido de rotacion de la barra

y no de que A sea positivo o negativo.
Evaluando cada uno de los valores de las ecuaciones, se obtiene:

M, = 6666.67-6, + 3333.33-6, + 68.88
M, , =3333.33- 6, + 6666.67- 6, — 37.78
M, =10000- 6, + 5000- 6, —8.33

Mg =5000- 6, +10000- 6, — 141.67

Las condiciones de apoyo de la estructura son tales que :

¢, = desconocido
6, = desconocido

6. = 0 (empotramiento del nodo)

Asi, las ecuaciones quedan convertidas en:

M, , = 6666.67-6, +3333.33-0, + 68.88 (1)
M, , =3333.33- 0, + 6666.67- 6, —37.78  (2)
M, =10000- 6, — 8.33 3)

Mg =5000- 6, — 141.67 (4)
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Nuevamente se presenta un sistema de 4 ecuaciones y las mismas 6 incognitas del

ejemplo anterior (8,,60;, M .5, Mz ,, M, ,M.;).

Planteando la condicién de equilibrio (Z Mi=0)enlos nodos Ay B, se tiene:

Nodo A:

ZMA=0=MAB
M,; =0

Luego la ecuacion (1) queda convertida en:
0=6666.67-0, + 3333.33-0, + 68.88 Q)
Nodo B:

ZMB: 0= Mg, + Mg,

Mg, + Mg =0
Sumando las ecuaciones (2) y (3) se obtiene:

0=3333.33- 0, + 16666.67- 6, —46.11 6))

Si se toman las ecuaciones (1) y (5) se obtiene un sistema de dos ecuaciones y dos

incégnitas ( g,, 6, ):
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0=6666.67-0, + 3333.33-6;, + 68.88

0=3333.33-0,+16666.67- G, —46.11

Resolviendo el sistema se obtiene:

0,=-13.0x10" rad

0, =5.37x10~ rad

Reemplazando los valores de las rotaciones en las ecuaciones iniciales del ejercicio se
encuentran los valores de los momentos:
M,g=0.1 kN—m.

M, , =— 4532 kN—m.
Mgc = 45.36 kN —m.

Mg = —114.82 kKN —m.

Como se observa, el nodo A y el nodo B presentan errores de cierre, pero estos son

aceptables comparados con la magnitud de los valores de los momentos.

. Estatica de la estructura:

El calculo de los cortantes de las barras y de las reacciones de la estructura se hace de

la misma forma como se desarrollo en el ejercicio anterior. Los resultados obtenidos

son:
Cortantes:
V,s = 19.11 kN.
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V, . = 60.89 kN.

V. = 140.05 KN.

V. = 59.96 KN.
Reacciones:

R,= 13.09 kN.
Rz = 200.93 kN.
R. = 59.96 kN.

Mc =—-114.82 kN —m.

Ejemplo 2.3.

Calcular los momentos en los extremos de las barras A-B y B-C de la siguiente viga. La
estructura presenta un asentamiento (A) en el apoyo A de 3 centimetros y un
asentamiento en el apoyo B de 1 centimetro.

Use el método del Slope-Deflection.

El=10.000 KN-m2
80 KN

50 KN/m Mij=?

| ki \LWVU\LVVM
ooz m 0.01m C
Az £

I< 4 m ____2m>|< 4 m

Al analizar la estructura después de ocurridos los asentamientos en los nodos, se

puede ver que el desplazamiento relativo entre el nodo A y B es igual al asentamiento
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que sufre el nodo A menos el asentamiento que sufre el nodo B. Escrito en forma de

ecuacion se tiene:

A, g=3cm.—1cm.

A, g=2cm.=0.02m.

En el caso de la barra BC, el nodo B se asienta 1 cm., mientras que el nodo C

permanece en su posicion inicial.
Ag c= Ag — Ag
Ag . =1cm.-0.

Ag c =1cm.=0.01m.

Como se puede ver, las dos barras tienden a girar en sentido antihorario, luego el

.. OEl . : .
téermino ?AR sera negativo en las ecuaciones de cada barra.

El procedimiento de desarrollo es igual al planteado en los dos ejercicios anteriores.

o Planteando las ecuaciones para cada barra:

4x10000 +2><10000. _ 6x10000

M, =35.55+ 0, 0, —(0.02)
6 6
M. = 71114 2X10000 ,  4x10000 , 6x1(§000'(0'02)
6 6
4x10000 6x10000
Mo =66.67+— =y — ——(0.01)
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2x10000 _ 6x10000

M¢ g = —66.67 + 0, o (001)

(Recordando, HC =0 por el empotramiento.)

° Evaluando los términos de cada ecuacién se obtiene:

M s =6666.67-6, + 3333.33-6, +2.22 (1)
M, , =3333.33- 0, + 6666.67- 6, — 10444 (2)
M. =10000- 6, — 29.17 3)

Mg =5000- 6, — 104.17 (4)

. Planteando el equilibrio de momentos en los nodos Ay B:

ZMA =M,z =0
ZMB:MBA+MBC=O

Asi, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

0=66066.67-0, + 3333.33-6, + 2.22

0=3333.33- 4, + 16666.67- 9, —133.61

La solucién de las ecuaciones anteriores es:

0, =-4.82x10" rad

0, =8.98x10~ rad

° Reemplazando estos valores en las ecuaciones iniciales de momentos, se obtiene:
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Mg =0 kKN—m.

M, , =— 60.64 kN —m.
M,. = 60.64 kN—m.
M

cs= —59.27 kN—m.

Reacciones:

R,= 16.56 KN.
Rg = 163.78 kN.
R. = 99.66 KN.

Mc = -59.27 kN —m.

Ejemplo 2.4.

Calcular los momentos en los extremos de las barras A-B y B-C de la siguiente viga. El

apoyo A esta representado por un resorte con una rigidez de K = 5000 KN /m.

El=10.000 KN-m2
50 KN/m Mij=7

. L ‘\f‘\ﬁﬂf‘iiii‘\

gﬁﬂﬂﬂ}mh &Ei C
R R

80 KN

En algunas ocasiones las estructuras civiles no presentan apoyos perfectamente

rigidos, como se puede presentar al tener como apoyo un suelo compresible. Este tipo
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de suelo puede presentar asentamientos diferenciales al ser sometido a cargas. Si se
conocen las propiedades del suelo, su rigidez puede ser representada con en resorte
de igual rigidez, es decir los resortes son idealizaciones que en el analisis estructural se

pueden emplear para representar rigideces.

Como se pudo ver en el ejercicio 2 y 3, los asentamientos que sufrieron los apoyos,
eran conocidos. En este ejercicio el asentamiento que ocurre en el apoyo A es

desconocido, el nodo B permanece en su posicidon inicial, luego el desplazamiento

relativo entre los dos nodos sera (A).
o Planteando las ecuaciones de momento para cada barra:
4x10000

2x10000 6x10000

MAB =35.55+ HA+ P 08 62 A

Mg a =—71.11+M. 9A+—4x10000. Oy — —6X12000.A
6 6

Mg :66.67+M- 0,

M, =—66.67+ 10000

(Recordando, . =0 por el empotramiento.)

° Evaluando los términos de cada ecuacion se obtiene:

a6 = 35.55 + 6666.67-6, +3333.33-6, — 1666.67-A (1)

M
Mg, =—71.11+3333.33 - 6, + 6666.67- 6, — 1666.67-A  (2)
M. = 66.67 + 10000- 6, 3)
M

s = — 66.67 + 5000- 6, (4)

. Planteando el equilibrio de momentos en los nodos Ay B:
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ZMA =M, =0
0=35.55 + 6666.67-0, + 3333.33-0, — 1666.67-A 1)

ZMB =My, +M,. =0
0=—4.44 +3333.33 - 0, + 16666.67- 0, — 1666.67-A (5)

Obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones:

0=35.55+ 6666.67-6, + 3333.33-0, — 1666.67-A 1)
0=-4.44 + 3333.33- 6, + 16666.67- 6, —1666.67-A (5)

Como se puede ver, se tienen 2 ecuaciones y 3 incognitas. Para encontrar la tercera
ecuacion del sistema, separamos el tramo AB de la estructura y realizamos su

diagrama de cuerpo libre:

80 KN

20002

Al hacer un corte en los extremos de cualquier barra, el momento interno que aparece
sera positivo, es decir sentido anti-horario. Esto se debe a la convencion usada en la

deduccién de las ecuaciones basicas del slope.

Haciendo una sumatoria de momentos en el punto B, se obtiene:
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D Mg =—(R,6)+80-2+ M, =0

Despejando M,,:

Mg, = R,-6 — 160

Recordado que la fuerza de los resortes esta dada por la expresion (F=K -A), la
reaccion del apoyo A (R,) se puede escribir en funcion del asentamiento del apoyo

R, = 5000- A

o Reemplazando esta expresion en la ecuacion de momento M, ,, se obtiene:

BA?
Mg, = (5000- A)-6 — 160
M,, =30000- A— 160 (7)

Esta ecuacion relaciona el momento M., con el desplazamiento relativo de la barra AB.

Si se iguala esta ecuacién (7) con la ecuacién (2), se obtendra una tercera ecuacion

solamente en funcién de los desplazamientos de la estructura.

30000- A-160=-71.11 + 3333.33 - 8, + 6666.67- 6, —1666.67-A

0=288.89 +3333.33- 4, + 6666.67- 0, — 31666.67-A ®)

El sistema de ecuaciones a solucionar es:

0=35.55+ 6666.67-0, + 3333.33-0, —1666.67-A )
0=-4.44 +3333.33- 6, + 16666.67- 0, —1666.67-A (5)
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0=288.89 +3333.33- 0, + 6666.67- 6, —31666.67-A (8)
Solucionando el sistema de ecuaciones de 3x3, se obtiene:

0, =-5.50x10""rad
0, =1.62x10"rad

A, =257x10"m
Con estos valores de desplazamientos encontramos el valor de los momentos:

M,g=0 KN—m.

M, , =—82.93 kN —m.
M,. = 82.87 kN—m.
M

cs = —58.57 kN—m.

Reacciones:

R, = 12.85 kN.
R, = 173.23 kN.
R. = 93.93 kN.

Mc = —58.57 kN —m.

2.4.2 Aplicacion de Slope Deflection en el analisis de pérticos

Cuando se tiene un pértico sometido a algun sistema de cargas, este se deformara

hasta alcanzar su posicidn de equilibrio. Tratar de entender y determinar el posible
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comportamiento de la estructura ante estas cargas, es la base fundamental para el

desarrollo de este tipo de problemas.

La aplicacion del método del Slope-deflection a poérticos, se fundamenta en plantear la
posible deformacién que sufrira la estructura y relacionar los desplazamientos ocurridos
en los extremos de las barras entre si, para de esta manera obtener ecuaciones
adicionales a las de momentos extremos y a las de estatica, que ayudan a solucionar

la estructura.

A continuacién se mencionan tres posibles desplazamientos que puede sufrir una barra
cualquiera de un pdértico, cabe aclarar que los desplazamientos planteados se hacen
considerando cada elemento como rigido y no corresponden a la deformacion elastica

de la barra.

Considérese la siguiente estructura:

Figura 21: Estructura Cargada
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Caso 1.

o “El desplazamiento relativo que se produce entre los extremos de cualquier

barra, solo ocurre en direccion perpendicular al eje de la barra”.

. “Cada barra conservara su longitud inicial después de deformada la estructura”

Las anteriores consideraciones son aceptables en las estructuras de la ingenieria civil,
debido a que las deformaciones que ocurren en los elementos de la estructura son muy

pequefias comparadas con la longitud de los elementos.

Para explicar graficamente las anteriores consideraciones, tdmese el elemento AB del

portico inicial para su analisis:

Figura 22: Andlisis del Elemento AB

Debido al empotramiento que presenta el nodo A, el unico nodo que tiene la posibilidad
de desplazarse es el nodo B. Aplicando los conceptos anteriores, el desplazamiento

relativo que ocurrira en la barra sera el que se muestra en la grafica anterior.
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Caso 2.

“Si un elemento no presenta restricciones en sus extremos, estos pueden desplazarse
en forma paralela, de tal forma que la posicion final de la barra sea paralela a la

posicion inicial’.

En este caso también se conserva la longitud del elemento después de ocurrido el
desplazamiento de la barra. Ademas no se presenta desplazamiento relativo entre los
nodos en la posicion final de la barra.

Aplicando este caso al elemento BC del pértico, se tiene:

Figura 23: Analisis del elemento BC

Caso 3.

Es la combinacién del caso 1 y el caso 2, en el cual la barra primero se traslada,
quedando en una posicion paralela a su posicion inicial y con la misma longitud y luego
se considera uno de sus extremos como fijo y el otro se desplaza a lo largo de una linea

perpendicular a dicho elemento.
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Figura 24: Barra trasladada y rotada (Combinacion entre Casos 1y 2)

Areativo
b

F

A continuacion se presentan algunos ejemplos tipo que seran de gran ayuda para
entender el método del Slope-deflection aplicado a pérticos.

Ejemplo 2.5.

Determinar los momentos en los extremos de los elementos y las reacciones para el
portico mostrado.

]
T
-

— PRI EI=12000 KN-m2

4m
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El desarrollo de este ejercicio se inicia trazando la posible deformaciéon que sufrira el

portico bajo la accioén de la carga aplicada.

Barra CD:

Se empezara analizando la barra CD (igual se pudo haber iniciado con la barra AB).
Como se observa en el grafico, esta barra se encuentra fija en su extremo D, luego el
nodo C sera el unico extremo que podra desplazarse. Este nodo se desplazara a lo

largo de una linea perpendicular al eje de la barra (caso 1). Este desplazamiento se
designara con el simbolo A .

En el siguiente grafico se muestra el desplazamiento realizado y la posicién final de la

barra:
E
i C
l'ﬁ" FllO
]
]
Barra BC

Este elemento aun se encuentra en su posicion inicial. Como se sabe, el extremo C de
la barra BC debe continuar unida al extremo C de la barra CD. Para esto se trasladara
la barra CB hasta el punto donde union de las dos barras. La barra BC permanece

paralela a su posicion inicial.
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E LabarraBC ze fraslada parale/

Mz g
9 Az

Observando la nueva posicién de la barra BC, se puede concluir que el extremo C de
esta barra quedara fijo en este punto (c").

Esto se debe a que la barra CD ya se encuentra en su posicion final, luego su extremo
C no tendra mas desplazamientos (c’).

El extremo B de la barra CB si podra desplazarse a lo largo de una linea perpendicular

al eje de la barra, pero aun se desconoce el punto final en el cual quedara.

FLIO
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Se dejara indicada esta linea de desplazamiento y se analizara la barra AB, la cual
ayudara a encontrar el punto final de este extremo.
Barra AB:

Esta barra tendra un andlisis similar al planteado para la barra CD. El extremo A
permanecera fijo en este punto debido a la condicion de empotramiento que presenta,
mientras que el extremo B se desplazara sobre una linea perpendicular al eje del
elemento. Como los extremos B de cada una de las barras (AB — BC) deben
permanecer unidos, la posicion final del nodo B sera el punto en el cual se intersectan

las rectas de desplazamientos de las barras AB y BC (b")

FUO

FlI0 A

Luego, el desplazamiento total del pértico quedara de la siguiente manera:
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A B A C
A
Mz -—_-——-——__3 A

e

D

Como se puede observar, en el nodo C se ha generado un triangulo formado por los

desplazamientos A,, A, y A,. Haciendo uso de algunos conceptos basicos de

geometria se plantean algunas relaciones entre los desplazamientos.

A

4 3 4
As 35
A

5313°
Recordando que:
Acp =4, Age=4A,, Apg =4,
° h:g A,=0.75-A,
A, 4
° izé A, =125-A,
A

Ahora se aplicaran las ecuaciones del Slope a cada una de las barras de la estructura

de la misma forma como se ha hecho en los ejemplos anteriores.
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I . .
——Ag, segun la convencion

Recuérdese tener en cuenta el signo del termino B

adoptada en el inicio del capitulo.
Las condiciones de apoyo de la estructura, son tales que:

9A = 0 (empotramiento del nodo)
6, = desconocido
6. = desconocido

‘90 =0 (empotramiento del nodo)

Y recordando:

Acp =4y, ABC:AZ’ Apg =4,

Se tiene:

M, = 6000-6, — 4500-A | (1)
M, , = 12000-6, — 4500-A , (2)
M, = 60 +12000- 6, + 6000- 6, + 4500-A , (3)
M., =—60 + 6000- 6, +12000- 6, + 4500-A , (4)
M., = 9600- 6, — 2880-A, (5)
M, = 4800- 6, — 2880-A, (6)

Otra forma mas ordenada para visualizar las anteriores ecuaciones es:
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=<
<
-
>
@
S
(@)
B
B
B

s | 0 | 6000 0 0 0o |[-4500

w
>
o

12000 0 0 0 -4500

12000 | 6000 0 4500 0

| £ Z| £ Z| L
3
o
S

CB -60 6000 | 12000 0 4500 0
) 0 0 9600 | -2880 0 0
DC 0 0 4800 | -2880 0 0

Retomando las relaciones planteadas para los desplazamientos de la estructura y

reemplazando estos valores en las anteriores ecuaciones, se obtiene:

A,=0.75A, A =125A,

M s = 6000-6, — 4500-A , (7)
M, , = 12000-6, — 4500-A , (8)
M, = 60 + 12000- 6, + 6000- 6, + 3375-A, ©9)
M. =—60 + 6000- 6, + 12000- 6, + 3375-A, (10)
M p = 9600- 6, —3600-A , (11)
M, = 4800- 6, — 3600-A, (12)

Planteando el equilibrio de momentos en los nodos By C:

ZMB =My, +M;. =0
0= 60 + 24000-6, + 6000-6, — 1125-A, (13)

ZMC:MCB+MCD=0
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0=—60 + 6000-6, + 21600-6, — 225-A, (14)

Obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones:

0= 60 + 24000-6, + 6000-6, —1125-A, 13)
0=-60+ 6000-6, + 21600-6, — 225-A, (14)

Como se observa, el sistema presenta 2 ecuaciones y 3 incognitas (6;,6. y A,),

siendo necesario encontrar una tercera ecuacion. Esta se encontrara mediante el uso

de la estética de la estructura.
Tercera Ecuacion:
Para encontrar esta tercera ecuacion, se tomara el diagrama de cuerpo libre de todo el

portico. Luego, se trazaran las proyecciones de la barra AB y CD hasta su punto de

interseccion (O) como se puede ver en el grafico inferior.

9.333m
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Este punto (O) tiene como particularidad, que al plantearse una sumatoria de momentos
con respecto a el, las fuerzas axiales de los elementos AB y CD no generan momento,

simplificandose de esta manera el equilibrio de la estructura.

> My=0

0=Mpe + M, — (11.67-Vpe) - (120-2) = (9.33-V,,) (15)

En esta ultima ecuacion aparecen los cortantes de los extremos de la estructura (V. ,

V,; ), los cuales son desconocidos, agregando dos nuevas incognitas al sistema.

Ahora, si se separa el elemento CD de la estructura y se plantea una sumatoria de
momentos en cualquiera de los extremos de la barra, se encuentra que el valor la
fuerza cortante en cualquiera de los extremos es igual a la sumatoria de los momentos

extremos dividido entre la longitud de la barra, como se puede observar a continuacion:

M

p

(M + Mji)/L (Mi + MiD/L
o)
Mii

ZMB:MAB+MBA —4Vy, =0

Despejando el cortante VB A S€ tiene:
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Vag=—""7— (16)

Aplicando el mismo procedimiento para la barra CD, se encuentra que:

_Mep +Mpe
5

Reemplazando estos valores en la ecuacidn de momentos planteada para toda la

Veo 7)

estructura (75) se obtiene:

M,.+M
0=MDC+MAB—[]]_67.(%]}_(120,2)_ {9.33( AB4 BAJ:|

Efectuando las operaciones y reorganizando la ecuacién, se obtiene:

0=Myc+M,;—2.33-M,—2.33-M, . —240 —2.33-M, . —2.33-M,,

0=133-M,,+ 2.33-M_ ,+ 2.33-M, + 1.33-M, o +240

Esta ultima ecuacion es funciéon de los momentos extremos de las barras AB y CD, los

cuales a su vez estan en funcion de las rotaciones y del desplazamiento A,.

Reemplazando las ecuaciones iniciales de momentos [ (7), (8), (11), (12) ] en la anterior

ecuacion se obtiene:

0=( 1.33-(600093 —4500A3)+ 2-33'(1200093 —4500A3)+ 2.33-(4800- 0. —3600-A 3) +
1.33-(9600- O — 36OO-A3)+240 )

0 =240 + 35940-6, + 28752-0, — 29646-A, (18)

Siendo esta la tercera ecuacion que se necesitaba para solucionar la estructura.
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El sistema de ecuaciones es:

0= 60 + 24000-6, + 6000-6, —1125-A, 13)
0=-60+ 6000-6, + 21600-6, — 225-A, (14)
0 =240 + 35940-6, + 28752-6, — 29646-A, (18)

Solucionando el sistema, se obtienen los siguientes resultados:

=-3.05x10"rad

6, =
0. =3.71x10" rad
A, =799%x107 m.

Una vez conocidos estos valores, se calculan los momentos extremos y de los demas

desplazamientos:

M,z =—54.26 KN —m. Mg, =—72.56 kN —m.

Mg =72.63 kN — m. M =— 6.81 kKN—m.

Mp = 6.85 kN —m. My =—10.96 kN —m.

A, =599%x107° m. A, =9.99x107° m.
Ejemplo 2.6

Determinar el valor de los momentos extremos de cada uno de los elementos que
componen la estructura, asi como también dibujar su deformacién con los resultados de
desplazamientos y rotaciones obtenidos y realizar los respectivos diagramas de

Cortante y Momento.
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El=15000 KN-m2

Nuevamente se inicia planteando el posible desplazamiento de la estructura.

o Analisis de desplazamientos:

Debido a la condicidén de apoyo de rodillo que presenta el extremo D de la estructura, la

barra CD se desplazara horizontalmente un valor desconocido A, . El punto en el cual
queda el extremo D sera su posicion final.
Cabe resaltar que el desplazamiento A, no es un desplazamiento relativo entre los

nodos CD.

iy
A —
C £y
]

A continuacion, la barra BC se desplazara hasta quedar unida a la barra CD en su
extremo C. La posicion final de la barra BC sera paralela a su posicion inicial. Como se
puede observar en el siguiente grafico, el desplazamiento de la barra BC es el mismo

A,
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A
Tf'_E]l
O

Como se menciono en el inciso (a), el extremo D de la barra CD ya se encuentra en su
posicion final, mientras que el extremo C aun puede desplazarse perpendicularmente al

eje de la barra. Asi que se plantea un descenso A, del extremo C.

Nuevamente el extremo C de la barra BC se ha separado del extremo C de la barra CD,
asi que se repetira el procedimiento realizado en el inciso (b), como se muestra a

continuacion:

Siendo esta la posicidn final del extremo C de la barra BC. Su extremo B aun podra

desplazarse perpendicularmente al eje de la barra, pero se desconoce su punto final.
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Analizando la barra AB en el anterior grafico, se entiende que su extremo B sera el
unico que tendra la libertad de desplazarse. Su desplazamiento sera perpendicular al

eje al eje de la barra, pero se desconoce su punto final.

Como es entendible, los extremos B de las barras AB y BC deben coincidir en algun
lugar del espacio. La ubicacidon de este lugar sera el punto de interseccion de las dos

lineas de desplazamiento trazadas perpendicularmente a cada una de las barras (AB y
BC).

El desplazamiento del extremo B de la barra AB se designara con el simbolo A, y el

desplazamiento del extremo B de la barra BC sera A , .

Finalmente la estructura deformada se presenta en el siguiente grafico:
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Cabe aclarar que los anteriores desplazamientos estan dibujados en un tamafio

superior al real. Esto se hizo con el fin de visualizar de una mejor manera la geometria
de la estructura deformada.

En la parte superior del nodo B se ha generado una figura geométrica formada por los
desplazamientos A ,A,, A, y A,. Los angulos internos de la figura se obtienen por

construccion geométrica de los desplazamientos.

Ampliando su tamano para su analisis, se pueden plantear las siguientes relaciones:

B inicial A1

[
[
2 !
| o
i
!
!_.
: 5
| 3 -
! 4
i
L i
Bfinal
o Al=A4-cos(53.13°)+A3‘cos(53.13°)=§-(A4+A3) )]
. o 4
. A,=A,-sen(53.13°) — A, -sen(53.13 ):g-(A4 —-Ay) (2)

Aplicando las ecuaciones del Slope-deflection a cada una de las barras de la estructura:

M s = 12000-6, + 6000-6, + 3600-A, 3)
M, , = 6000-6, + 12000-6, + 3600-A , (4)
Mg = 12000- 6, + 6000- 6, — 3600-A , (5)
Mg = 6000- 6, +12000- 6. + 3600-A (6)
M p = 15000 6, + 7500- 6, — 5625-A, (7)
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M, = 7500- 6. +15000- 6, — 5625-A, (8)

Es importante recordar que el desplazamiento A, no es un desplazamiento relativo. Es

por eso que este término no aparece en el sistema de ecuaciones.

Planteando el equilibrio de momentos en los nodos, se tiene:

* ZMA:O:MAB

0 =12000-6, + 6000-6, + 3600-A , )

* ZMBZOZMBA+MBC

0=6000-6, + 24000-6, + 6000-6. + 3600-(A, —A,) (10)

. ZMC:O:MCB+MCD

0= 6000-6, + 27000-6, + 7500-6, + 3600-A , — 5625 -A, (11)

* ZMDZOZMDC

0=7500-6, + 150006, — 5625 -A, (12)

Hasta el momento se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

0 =12000-6, + 6000-6, +3600-A , 9)
0= 6000-6, + 24000-6, + 6000-6; + 3600-(A, —A,) (10)
0= 6000-6, + 27000-6, + 7500-6, + 3600-A , — 5625 -A, (11)
0=7500-6, +15000-6, — 5625 -A, (12)
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Este sistema presenta 4 ecuaciones y 7 incognitas (6,,60;,0.,60,,A,,A,,A,). Si se

reemplaza el valor de A, presente en las ecuaciones (17) y (12) por la ecuacion (2), se

eliminara una incégnita mas.

El sistema de ecuaciones después de haber hecho el reemplazo anterior es:

0=12000-6, + 6000-6, + 3600-A ©9)
0= 6000-6, + 24000-6, + 6000-6, + 3600-(A, —A,) (10)
0=6000-6, + 27000-6, + 7500-6, + 900-A , — 4500 -A, (13)
0=7500-6, +15000-6, + 4500-A , — 4500 - A, (14)

Las dos ecuaciones faltantes para solucionar el sistema, se obtendran por medio de la

estatica.

o Quinta ecuacion:

Para encontrar la quinta ecuacion, se tomara toda la estructura en conjunto y se

planteara una sumatoria de momentos con respecto al punto A, obteniendo:

120 KM

. > M, =—(120-4)+(12-V,. )=0
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Ve =40 KN.

Separando el tramo CD de la estructura, se obtiene que:

“’“’”f\ﬁ

W £_1|:| b
__4m

. Y Me =My +(4:Vye)=0

Mo = —160 kN —m.

Reemplazando el valor de M., y de la ecuacion (2) en la ecuacion (7), se obtiene:

~160=15000- 6, + 7500- 8, + 4500-A ,— 4500-A, (15)

Siendo esta la quinta ecuacion para la solucion del sistema.

. Sexta ecuacion:

Para encontrar la sexta ecuacion, se utilizara nuevamente toda la estructura.

Proyectando la barra AB y trazando una linea vertical en el extremo D de la estructura,
se encontrara el punto de interseccion O de las dos lineas.
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Planteando una sumatoria de momentos de momentos con respecto a este punto, se

obtiene:

e Y Mg=0=(120-8)—(15-V,,)

V,, = 64 kN.

Separando el tramo AB de la estructura y planteando sumatoria de momentos con

respecto al extremo B, se tiene:

W

BA
6-‘5“ :)MEIA

P 64 KN

. DMy =0=M,,—(64:5)

M, =320 kN —m.

Reemplazando el valor de M ;, en la ecuacion (4), se obtiene:
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320 =6000-6, +12000-6; + 3600-A , 16)

El sistema que se obtiene para la solucion del poértico es de ( 6x6 ), y se muestra a

continuacion:

0 =12000-6, + 6000-6, +3600-A , 9)
0= 6000-6, + 24000-6, + 6000-; + 3600-(A, —A,) (10)
0= 6000-6, + 27000-6, + 7500-6, + 900-A , — 4500 -A, (13)
0=7500-6, +15000-6, + 4500-A , — 4500 -A, (14)
~160=15000- 4, + 7500- 6, + 4500-A ,— 4500-A , (15)
320 = 6000-6, +12000-6, + 3600-A , (16)

Resolviéndolo, se obtiene:

0,=-87.70x10"" rad
0, =-3437x10"" rad
0. =45.63x10"" rad
0, = 66.96 x10~° rad
A, =5.037x10"* m.

A, =34.96x107> m.

Reemplazando los valores de A, y A, en las ecuacion (1) y (2), se obtendra el valor de
Ay A,.

A, = %-[(35.0 X107 ) +(5.04x 107 ) | =24 %10 m,
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A,=S| (3496 %107 )~ (5.037x107) | =23.94x 10> m,

(NN

A su vez se pueden conocer los valores de los momentos en los extremos de cada una

de las barras de la estructura:

M,; =—0.06 kN — m. Mg, = 319.92 kN — m.
Mg = —319.98 kN —m. Mg = 160.01 kN —m.
Mo =—159.98 kN —m. Mye =0 kN—m.

o Con los resultados obtenidos se dibuja la deformada:

B

Z43E-2 rod

= sl

400E-C rad

02367 M

A 0067 rod

La exactitud de los resultados varia en menos del 1% de la menor magnitud, por lo

tanto son muy eficientes.
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. Diagramas de cortante y momento:

TRAMO AB TRAMO BC TRAMO CD
B4 KN 32 KN
& :) C ADKN
> 320 KN-m 20K

C

160 KN-mn 180 KN-m
G <M 32 K 40 KM

o am

32 KM
B I
A0 kM A0 kM
I —
B kM
320 KM-m
320 kM- _

160 KM-rm 160 KM-m

o Realizacién del ejemplo anterior por medio del SAP-2000
(La siguiente es una explicacion muy superficial sobre el uso del SAP-2000)

El objetivo es comparar los resultados del ejercicio anterior, con los obtenidos en el
programa SAP-2000 y tener en cuenta ciertas consideraciones como saber introducir
los datos de entrada al programa, la ejecucion del mismo e interpretar los datos de

salida.



Para lograr la misma rigidez, calculamos una seccién para lo cual el valor El sea 15000
KN-m2.

Suponemos que el material tiene un modulo de elasticidad de 20 GPa (este material
puede ser alguna clase de concreto), entonces calcularemos las dimensiones de la

seccion. Para facilitar los calculos la seccién sera cuadrada.

— —
T A T
El =15000KN — m = 20000000 x I (m*) i U
m? . k;' s 'i,/ _—
| = 15000KN =m ;E —0.0075m" :12a4 I | RS | T I
20000000~ ! 10| R | IR I
m B .4-.&. - s s .u =
— a=412x0.0075 = 0.308m L f)ﬁ SO
."}s: ﬂ;-,.d_ q R S 1
0,308 -

Entonces para nuestros datos de entrada

tenemos:

3 GEOMETRIA Y APOYOS:

Dibujamos la estructura de la siguiente manera: ubicamos los nodos y los unimos con
los elementos, teniendo en cuenta el orden en que se enumeran pues asi se identificara

cada elemento y cada nodo. Definimos los tipos de apoyo que tiene la estructura. (Es

importante fijarse en las unidades en las que el programa esta trabajando.)
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Joint Aestraints

| Restraints in Local Directions

[¥ Tranzlation 1 [ Ratation about 1
[v Translation 2 [~ Fotation about 2 7
[+ Tranzlation 3 [ Rotation sbout 3 A

| Fast Restraints “ X 1 3

1| A%

_Cancel | [ %0.00 Y0.00 2000 KNm =]

PROPIEDADES DEL MATERIAL:

Material Property Data

M aterial Hame COMC
" Type of Matenal " Type of Design
¥ |zobropic  Oithotropic. € Anizobiopic Design IEDncrete VI
" Analysiz Property Data " Design Property Data

b azs per unit Yalume Im— Reinforcing vield stress, fy IW
WWeight per unit Volurme IU— Concrete strength [Cylinder). fo W
Fodulus of Elasticity IW Shear steel vield strezs, fys IW
Poizzon's Ratio IUE— Concrete shear strength, fos W

Coeff of Thermal Expanzion IEI.EIEIEIE-EIE
Shear Modulii |8333333.

Cancel |

Como no tenemos en cuenta el peso propio de la estructura, entonces la masa y

seguidamente el peso, del material lo evaluamos como 0, o sea que la estructura no

tiene peso propio.
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. DEFINIR LA SECCION:

Definimos la seccidon cuadrada de 0.308mX0.308 m con el fin alcanzar la rigidez de
15000 KN-m2.

Hectangular Section
Section Name |SECCION
" Properties
Section Properties | Madifization Factars | b aterial IEDNE :Iv
" Dimensions 7
Depth (3] [0.308
Width [£2] [0.308
3 ——
" Concrete
Reinforcement Cancel |

. DEFINIR CARGAS:
El programa SAP-2000 puede trabajar con diferentes combinaciones de carga

simultdneamente, pero nosotros sélo vamos a trabajar con la carga puntual de 120 KN

en el nodo 2.
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Joint Forces

Load Caze Name ILDAD1 'l

" Loads Options ] %

Farce Global = ID' = Add to existing loads
Force Glabaly ™ (+ | Replace existing lnads z

= Delete existing loads

Farce Global £ -120

| K| 3 -
toment Global == ID- B [: )
Moment Global v ID-

Moment Global 72 ID- Cancel |

Procedemos a correr el programa y observamos los diagramas de cortante y momento

para compararlos con los obtenidos con el método de SLOPE DEFLECTON.

2(3)

1
3
i Joint Displacements El
Joint 1D 1
1 2 3 I
Trans 0.00000 0.00000 0.00000
Rotn 0.00000 008771 0.00000
¥ Joint Dizplacements x|
Joint 1D 2
1 2 3
Trans 0.20999 0.00000 -0 28020
Rotn 0.00000 0.03437 0.00000
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i Joint Dizplacements X|
Joint 1D 3
1 2 3
Tranz 024031 0. 00D -0.23967
Fatn 0.00000 -0.04563 0.00000
iH Joint Dizplacements X|
Joint 1D 4
1 2 3
Tranz 024031 0. 00D 000000
Fatn 000000 -0.06697 000000

NOTA: El eje X es el mismo eje 1, el eje Y es el mismo eje 2, y el eje Z es el mismo eje

3. Para las coordenadas globales de la estructura.

DIAGRAMA DE CORTANTE:

I@ Shear Force 2-2 Diagram [LOAD1)

DIAGRAMA DE MOMENTOS:

i@ Moment 3-3 Diagram [LOAD1)
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/N (D

Si se comparan los resultados obtenidos a través del método de Slope Deflection con
los obtenidos con el software, se nota que son muy parecidos y se encuentra que los
valores son demasiado confiables por ambos métodos, sin embargo es necesario saber
todo lo que se esconde detras de un programa de calculo y analisis de estructuras

como es el SAP-2000 para un buen manejo e interpretacion.

2.5 EJERCICIOS PROPUESTOS:
Resolver los pérticos mostrados mediante el método de SLOPE DEFLECTION vy

graficar sus respectivos diagramas de cortante y momento. Las distancias

especificadas se dan entre ejes.
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80 KN/m

R ERRETITINR!

"

2, El

El [: El= 15000 KN-m2

2. Realizar los ejercicios anteriores por medio del programa SAP-2000 y comparar

resultados.
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3. METODO DE CROSS

3.1 INTRODUCCION

En el analisis de estructuras se presenta con frecuencia el caso de la de estructuras
hiperestaticas. El calculo de estas estructuras se puede efectuar planteando un sistema
general de ecuaciones. En estructuras reticulares de edificacion, con nudos rigidos,
este método conduce a un elevado numero de ecuaciones e incognitas, que en la
antiguedad era bastante dificil y casi imposible de solucionar, ya que no se contaban
con los adelantos tecnologicos como lo son las calculadoras programables y los

computadores.

En 1930, el profesor Hardy Cross expuso en suobra Analysis of continuous

frames el método de aproximaciones sucesivas que lleva su nombre. El método de
Cross es un procedimiento ideado para resolver el problema de las estructuras
reticulares. El calculo es relativamente sencillo, sin que aparezcan en su desarrollo
integraciones complejas ni sistemas de ecuaciones complicados. Es mas, una vez
comprendido el mecanismo del método, las operaciones matematicas se reducen a
sumas, restas, multiplicaciones y divisiones. Ademas, no exige recordar nada de
memoria. Si se dispone de unas tablas de momentos, rigideces y factores de
transmision, puede resolverse cualquier estructura. Si, como es frecuente, se trata de
estructuras con piezas de seccidn constante en cada vano y con cargas uniformemente

distribuidas, ni siquiera es necesario el empleo de tablas.
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El método de Cross es un método de aproximaciones sucesivas, que no significa que
sea aproximado. Quiere decir que el grado de precision en el calculo puede ser tan

elevado como lo desee el calculista.

El método permite seguir paso a paso el proceso de distribucion de momentos en la
estructura, dando un sentido fisico muy claro a las operaciones matematicas que se

realizan.

3.2 LIMITACION

En el presente capitulo solo se analizaran estructuras compuestas por barras
prismaticas, es decir barras que tienen una inercia constante en toda su longitud y
estructuras que no sufren desplazamientos relativos entre nodos o desplazamientos de

piso como es el caso de los porticos.

La razon por la cual se excluyeron las otras variables de analisis en el presente capitulo
se debe a que en la actualidad se cuenta con programas de analisis estructural muy
completos que permiten considerar estas y muchas otras variables sin presentar una
mayor dificultad para su solucion, mientras que para el método de Cross estas variables

implicarian un largo proceso de calculo.

3.2.1. Conceptos previos
3.21.1 Suposiciones basicas del método: las suposiciones basicas del método
son:
a. Todos los miembros de la estructura son prismaticos ( E, | constantes ).
b. Las deformaciones de la estructura son debidas, principalmente, al efecto de los
momentos.
c. La estructura se comporta en el rango elastico (obedece a la ley de Hooke).

Las deformaciones axiales son despreciables.
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3.21.2. Momentos de empotramiento: Son los momentos generados en los
extremos de una barra i-j debido a las cargas externas actuantes sobre la barra
cuando sus extremos se consideran restringidos, es decir, empotrados.

3.21.3. Nodo Rigido: Un nodo rigido tiene como caracteristicas principales que
todos los extremos de los elementos que concurren a él tienen la misma rotacion y
el mismo desplazamiento, es decir no habra desplazamientos relativos ni rotaciones
relativas entre los extremos de los elementos.

“Los elementos que concurren a un nodo rigido conservan el mismo angulo inicial
existente entre ellos después de que la estructura se ha desformado bajo la accion
de las cargas externas”.

3.1.2.4 Rigidez Rotacional: Uno de los conceptos mas importantes para el
entendimiento del método de Cross es el de la rigidez rotacional, el cual se define
como: “la capacidad que tiene un miembro para resistir una rotaciéon unitaria de 1
radian en un extremo simplemente apoyado, generada por la aplicacion de un
momento en ese mismo apoyo, mientras el extremo opuesto se encuentra

empotrado, semi-empotrado o simplemente apoyado”.

Figura 25: Rigidez Rotacional

(B P d ¢ ‘
;@ v W cc 77777
A B A B A B

A Continuacién se determinara la rigidez rotacional de la viga prismatica de la figura

(a).

Figura 26: Rotacion Unitaria en el nodo A

v

A(/Tj o) ; ¢
A B
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Usando el método de la viga conjugada (Capitulo 1), se obtiene que la relacién
existente entre el momento aplicado en A (Ma) y la rotacién en A (6,) esta dada por

la expresion:
M,=—:0, Ecuacion 3.1
Para una rotacion unitaria:

Ecuacion 3.2
6, =1rad.—— M, :4—EI-(lrad)

De la expresion anterior se concluye que el valor del momento que se tendria que
, L, o 4El
aplicar en el nodo A para obtener una rotacién unitaria es de - Este valor se

conoce como la rigidez rotacional y se designa con la letra K ;.

Retomando la ecuacién 3.1, tenemos:

M, =K,.- 8
A ABTA Ecuacion 3.3

¢ Cual es la rigidez rotacional para el caso en que ambos extremos de la viga se

encuentran articulados y se aplica un momento en el nodo A?

\V -~
\
A B

3.3 DISTRIBUCION DE MOMENTOS EN UN NODO (FACTOR DE DISTRIBUCION)

La pregunta mas importante al analizar una estructura por el método de distribucién

de momentos de Cross, es la de como distribuir el momento aplicado en un nodo
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entre todos los elementos que llegan a ese nodo, es decir, que parte del momento
actuante en el nodo absorbe cada barra conectada a éste.
Analicemos la siguiente estructura, a la cual se le ha aplicado un momento externo

M;en el nodo i.

Figura 27: Estructura con un Momento aplicado en el nodo i

El momento M ;hace que el nodo i se desequilibre y por lo tanto rote hasta alcanzar
su posicion de equilibrio, esta ocurre cuando en los extremos i de cada una de las
barras que llegan a este nodo (i-1, i-2, i-3) se generen momentos suficientes tales
que sumados compensen el efecto del momento M ;. Es decir, el nodo i queda en
equilibrio cuando la suma de los momentos en los extremos de cada una de las
barras produzcan un momento de igual magnitud que la del momento M; pero de

signo contrario.
De lo anterior, se concluye que:
Momento de desequilibrio (M

i): M

des

Momento de equilibrio (M __ i ):- M;

equi

En el siguiente grafico se observa la estructura deformada por el momento M;.
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Figura 28: Estructura Deformada por el Momento Mi

Cada barra gira un angulo iguala 6, =6, , =6,_, =6, , en su nodo i, esto se debe a la

rigidez que presenta el nodo.

Separando el nodo i de toda la estructura para su analisis en el instante cuando el

nodo llega a su posicién de equilibrio se tiene:

Figura 29: Analisis de la estructura deformada

Planteando el equilibrio del nodo i (Z M, .1 =0), se tiene:
M sl + M i =0

donde:

M i = Mi

des
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Ivlequii =(I\/lil + Mi2 + Mis)
Reemplazando, se obtiene:
Mi=-M__i

equi

Mi=—(M,+M,+M,) Ecuacion 3.4

Ahora, Analizando las barras de la estructura por separado se tiene:

Figura 30: Andlisis de cada barra de la estructura

Calculando el momento en el nodo i de cada una de las barras en funcion de la
rotacion 6,, se obtiene:

M, :4_E|.9i :Kil'ei

M, :%'ei :Kiz'ei

M, :4—E|.9i =K, -6, Ecuacion 3.5

Reemplazando estos valores en la Ecuacién 3.4 se obtiene:
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Mi=-M,,i=—(K, 6 +K,-6+K,6) Ecuacién 3.6

equi

Factorizando y despejando 6, de la anterior ecuacion:

6, = —Mi Ecuacién 3.7
(Kil + Ki2 + Ki3)

Reemplazando este valor de 6, en la ecuacion 3.5:

—Mi -M.
M. =K. - K. . !
" ! {(Kn + K, + Ki3):|

Reagrupando, se obtiene:

M. = i ](_Mi) Ecuacion 3.8

Haciendo lo mismo con las demas ecuaciones:

M, = Ki (=M)) Ecuacion 3.9

2K |

(=M,;) Ecuacién 3.10

Ki3
[ 2K |
Como se puede observar, el momento de equilibrio actuante en el nodo i (-M;), se

distribuye en cada una de las barras que llegan al nodo i en proporcion al termino

K.
{ . ] el cual se denomina “Factor de distribucion” y se representa por el

2K,
simbolo Hjj .

K,

DY

Ecuacion 3.11
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Donde:

K; =Rigidez rotacional de la barra /.

z K; =Suma de todas las rigideces de las barras i-j que llegan al nodo.

Asi, las ecuaciones originales quedaran reducidas a:

Mi, = '(_Mi)
M, :ﬂiz'(_Mi)
M, :/ui3'(_Mi)

De lo anterior se concluye que: “El momento de equilibrio que se produce en el
extremo i de cada una de las barras que concurren al nodo i, cuando el nodo tiene la
libertad de girar bajo la accion de un momento M, es igual al producto del factor de

distribucion . de cada barra por el valor negativo del momento actuante M;".

3.3.1 Factor de distribucion ( z;)

El factor de distribucion se define como el porcentaje del momento de equilibrio del

nodo i, que produjo cada barra que llega a ese nodo.

Como caracteristicas importantes se tienen:

e EI| factor de distribucion es independiente de la carga y so6lo depende de las
caracteristicas de la viga, tales como: la Inercia, EI Modulo de Elasticidad y su
Longitud (1, E, L ).

e El calculo del factor de rigidez para las barra es bastante sencillo, pues soélo hay

que dividir la rigidez de cada barra sobre la suma de las rigideces de todas las

barras que llegan a ese nodo.
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e La suma de los factores de distribucién de todas las barras que concurren a un

nodo es igual a 1 (Zyij =1).

3.3.2 Transmision de momentos entre extremos
De acuerdo a lo visto en los capitulos anteriores, al aplicar un momento M; en el
extremo i de la viga de la siguiente figura, se induce un momento M;; en el extremo

empotrado.

Figura 31: Momento Mij aplicado en el extremo i

<
S
B
o
A\\\ENNS

>
vy

Esto se demuestra facilmente mediante el método de la viga conjugada, tal como se

muestra a continuacion:

Figura 32: Diagrama de Cuerpo Libre de la Barra i-j

1 MijL

Mij 2 El

E
»<
>«
- e - - - -
pd
p <
g
p<
. 4><‘,

1 MijiL B |
2El El

Al despejar el valor de Mj; de la ecuacion anterior se obtiene:
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Figura 33: Calculo de Momentos Extremos en la Barra i-j

M,
i j

De acuerdo a lo anterior: EI momento trasmitido al nodo j es igual a la mitad del

momento aplicado en el nodo i y tiene su mismo signo.

Aqui aparece un nuevo termino llamado “Coeficiente de transmision”, el cual se
define, como la relacion existente entre el momento trasmitido en j y el momento
actuante en i se aplica un momento a una viga con un extremo simplemente
apoyado y el otro empotrado el coeficiente de transmision es igual a + 2. Cuando se

aplica

M .
Coef Transm = —2L = +% Ecuacion 3.12
i

¢ Cual es el coeficiente de transmision cuando ambos extremos de una viga se

encuentran articulados y se aplica un momento en el nodo i?

3.4. PROPIEDADES DE LOS APOYOS

Analicemos la siguiente viga:
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Figura 34: Viga con Apoyos Simples y Empotramiento

4
4
»

El nodo A se encuentra simplemente apoyado y a éste solo llega la barra AB. Para

calcular el factor de distribucion de esta barra U g, se considera que la barra en su
extremo A se encuentra unida a otra barra de rigidez nula (K=0), por lo que el factor

de distribucion sera igual a p,; =1

Figura 35: Factor de Distribuciéon en Apoyos Simples

=1 Ecuacion 3.13

Caso contrario se presenta en el nodo D, el cual se encuentra perfectamente
empotrado. En este caso, se considera que la barra CD en su extremo D se

encuentra unida a otro elemento de rigidez infinita (K=«), por lo que el factor de

distribucion es nulo y,. =0.

Figura 36: Factor de Distribucién en Apoyo empotrado
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Upg = Ko _ Koe =0 Ecuacion 3.14
Ky +0© o

En caso de que se tenga un voladizo se presenta la siguiente situacion:

Figura 37: Viga Cargada y en voladizo

El tramo AB no contribuye a la rigidez rotacional del nodo B, es decir, el factor de
distribucién para el extremo BA sera nulo x4z, =0 , mientras que el factor para el
extremo BC serd igual a 1, u,. =1; asi, este nodo se puede tratar como si tuviera
un apoyo simple. Sin embargo, es de suma importancia tener en cuenta en el nodo
B el momento que se genera por la carga sobre el voladizo, asi como el cortante
generado.

Mas adelante se muestra un ejercicio sobre este tema tipo donde analizaremos el

voladizo.

3.5 PRINCIPIOS BASICOS DEL METODO DE LA DISTRIBUCION DE MOMENTOS
DE CROSS

A continuacién se describe de manera general el proceso de distribucién de momentos

de Cross:
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El método de Cross es un procedimiento iterativo en el cual, inicialmente se considera
que todos los nodos de la estructura que tienen la libertad de rotar se encuentran
temporalmente restringidos a la rotacion por medio de sujeciones imaginarias aplicadas

en los extremos de los elementos.

Aplicando las cargas existentes sobre los elementos de la estructura fija
(hipotéticamente) se calculan los momentos de empotramiento en los extremos de los

elementos.

Ahora existe un momento de desbalance en cada uno de los nodos. Para lograr el
equilibrio, se libera uno de los nodos desequilibrados permitiéndole asi la rotacion,
mientras se mantienen empotrados los otros nodos. El nodo liberado rota bajo la accion
del momento de desequilibrio hasta encontrar su posicidn de equilibrio; ésta, se

alcanzara cuando se produzca en los extremos de las barras conectadas al nodo

=0.

nodo

momentos suficientes que sean capaz de equilibrar el nodo Z M

Los momentos generados se conocen como momentos distribuidos y tendran el signo

contrario al momento de desequilibrio. Sus valores se obtendran al multiplicar el valor

negativo del momento de desequilibrio por los factores de distribucion ( 4; ) de cada

uno de elementos conectados a ese nodo.

El momento distribuido que aparece en cada extremo de las barras conectadas al nodo
transmiten a su extremo opuesto un momento de magnitud igual a la mitad del

momento distribuido y de igual signo.
Equilibrado el nodo y transmitidos los momentos a los nodos adyacentes, se restringira

nuevamente el grado de libertad rotacional. A continuacion se selecciona otro nodo que

este desequilibrado y se libera de la sujecion imaginaria. El nuevo nodo liberado se
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equilibra de la misma manera expuesta anteriormente y se transmiten los momentos a

los nodos opuestos de cada una de las barras, y nuevamente se restringe. El

procedimiento se repite con todos los nodos de la estructura (nodos que pueden rotar)

cuantas veces sea necesario hasta que los valores a distribuir sean muy pequenos.

En general, el procedimiento para desarrollar estructuras sin desplazamientos relativos

entre nodos por medio del método de Cross se reduce a los siguientes pasos:

f.

Calcule la rigidez Kij de cada barra de la estructura.

Calcule el factor de distribucion H;jj para cada una de las barras que concurren a un

nodo.

Considere todos los nodos de la estructura empotrados y calcule los momentos de
empotramiento en los extremos de cada una de las barras.

Libere uno de los nodos de la estructura para equilibrarlo (para una mas rapida
convergencia del método se recomienda empezar por el nodo que presente mayor
momento de desequilibrio). Para lograr esto, distribuimos el valor negativo del
momento de desequilibrio del nodo entre los elementos que llegan al nodo en
proporcion a los factores de distribucion. Los momentos distribuidos tendran signo
contrario al del momento de desequilibrio.

Transmita la mitad del momento distribuido de cada barra a su extremo opuesto. El
momento transmitido tiene el mismo signo del momento distribuido.

Nuevamente empotre el nodo y libere otro nodo desequilibrado.

Repita el paso d, e y f hasta que los momentos distribuidos y los momentos

transmitidos sean lo suficientemente pequefios para ser despreciados. De esta manera

se opera ciclicamente.

g.

Los momentos definitivos en cada uno de los extremos de las barras se obtiene
sumando (feniendo en cuenta los signos) el momento inicial de empotramiento de

cada extremo y todos los momentos distribuidos que llegan a ese extremo.

121



Importante:

o La aproximacion de los resultados obtenidos despendera del numero total de
ciclos de distribucion que se hagan.

o Si la distribucion de momentos se realizo de forma correcta, entonces los
momentos finales deben satisfacer las ecuaciones de equilibrio de momentos en todos

los nodos de la estructura.

h. Conocidos los momentos resultantes en los extremos de cada elemento, se calculan

los cortantes para cada uno de los elementos mediante las ecuaciones basicas de

equilibrio (ZMi = O’ZFy =0) Yy con esto calculamos las reacciones en los nodos.

3.6 Aplicacion del método de Cross

Ejemplo 3.1:
Calcular los Momentos extremos de cada uno de los elementos que conforman la

siguiente estructura

Los apoyos A, B, C son empotrados.
El =20.000KN —m?*
M, =120KN —m

Solucidn
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Analizando la estructura anterior, el momento M, hace que el nodo D se desequilibre y
gire en sentido anti — horario; para equilibrarlo hay que aplicar un momento igual
a(-M,). El (-M,) es la suma de los momentos generados como oposicién a la

rotacion en cada uno de los extremos D de las barras que concurren al nodo D.
o Primero calculamos la rigidez de cada barra:

_ 4xElyp _ 4x[2-(20000)]

= = 53333.33
DA LAD 3
K, - 4xElgy _ 4><[2~(20000)]=40000
Lep 4
4 El
K, = +Eleo _ 4x[20000]:40000
LCD

. Conocidas las rigideces procedemos a calcular el coeficiente de distribucion de
cada una de las barras que llegan al nodo usando la siguiente expresion:
y =)
’ ZKii

Donde:

D Ky =Ko+ Kpg +Kpe =133333.33

Asi se tiene:

K, 5333333
Hor TSk, 13333333

o = Kiy _ 40000 _ .. Verificando, D u; =04+03+0.3=1 en el nodo D.
YK, 13333333
Ky, 40000
oo =S, 13333333

. Conocidos los factores de distribucion de cada una

de las barras del nodo procedemos a calcular el
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aporte del Momento resistente de cada una de las barras por medio de la siguiente

expresion:
Mij = H; '(_Mi)
Aplicando este concepto:

M pa = tipp X (=M )=0.4x(~120) = —-48KN —m
M g = #ps X (- M) =0.3x(~120) = -36KN —m
Moo = tpe X (=M p)=0.3x(-120)=-36KN —m

o Comprobando el equilibrio del nodo:

> M™ =My + Mg, + Mg +Moe

> M™* =120-48-36-36=0

J Por dltimo se calcula el valor de los momentos transmitidos M; al extremo

opuesto de cada barra. Para esto se hace uso del coeficiente de transmision, que

en este caso es igual a 0.5:

Mo =0.5xM_, =0.5x(—48)= —24KN —m
Mg =0.5x My, =0.5%(=36)=—18KN —m
M =0.5xM g =0.5x(=36)=—18KN —m

3.6.1 Anadlisis de vigas continuas sin desplazamiento relativo entre nodos: A
continuacion se desarrollan algunos ejercicios significativos para el entendimiento de la

aplicacion del método de cross en vigas.

Ejemplo 3.2:
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Calcular los Momentos extremos de cada uno de los elementos que conforman la

siguiente estructura

82.5 KN/m 200 KN
§ v VL
\ ] A ' A
A B C
4.0m ! 3.0m ‘ 3.0m

Solucion:

. Calculo de rigideces de las barras

4% El
K, = X AB=4XEI:I-EI
Lag 4
4 x El
K, = X BC:4XEI=2-EI
Lac 6 3

. Calculo de factores de distribuciéon en los nodos

Nodo A:

El factor de distribucion para un extremo empotrado es igual a u,; =0 (Seccion 3.4)

Nodo B:
K 1-El
Hep = 2 = B =0.6
(Kps +Kge) (1-El +=-El)
3
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2

< El
Kee 3
o = - ~04
(K +Kgo) (1-EI+E-EI)
3

Dy =0.6+04=1

Nodo C:

El factor de distribucion para un extremo simplemente apoyado es igual a u, =1

o Calculo de Momentos de empotramiento

Considerando todos los nodos empotrados, los momentos de empotramiento son:

WL 82.5x47

M =-Mf, = = > =110 KN —m.
ME =—M[, = Pé" = 20(:;6 =150 KN — m.

110 110 ' 150 150

A Va |

110 110 110 150 150

= L

N\

) — G N
N ) AR S I

° Proceso iterativo

Importante:

Para hacer los calculos de una manera practica, ordenada y controlada mediante el

método de Cross, se recomienda usar el esquema de la viga o poértico como guia, tal

cual como se muestra a continuacion.
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

: o 0.0 0.6.0.4 1.0
i Factor de Distribuciéon

i Momentos de Empotramientof 110 _1103150 _1503
| [KN-m] ! ; ;

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Al realizar la sumatoria de momentos en los nodos, se obtiene un momento de
desequilibrio en cada uno de ellos. Sin embrago, estos momentos no pueden
permanecer en la estructura porque alterarian las condiciones reales del problema.
Aqui se inicia el proceso de equilibrar los nodos que realmente pueden rotar, que en

este caso son los nodos By C.

. Equilibrio de los nodos

Antes de iniciar, es importante definir los siguientes términos:

M I = Momento de desequilibrio en el nodo i.
M.,.il = Momento de equilibrio en el nodo i.
M,..s| = Momento transmitido al nodo i.

trans

Aun considerando todos los nodos de la estructura empotrados, liberamos del
empotramiento ficticio el nodo mas desequilibrado, esto con el fin de que el sistema
converja lo mas rapido a los momentos definitivos. Para esto planteamos una sumatoria

de momentos en cada uno de los nodos que pueden rotar.

> MwB=-ME +M{ =—110+150 = 40KN —m.

> M 0oC =—M& =—150KN —m.
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Entonces, el nodo B presenta un momento de desequilibrio M . B =40KN —m., mientras

des

el nodo C, el cual es el mas desequilibrado, tiene M, C =—-150KN —m.

des

Para equilibrar el nodo C es necesario aplicar un momento de equilibrio (M_,,C) de

equi

igual magnitud que el momento de desequilibrio (M .C ) pero de signo contrario.

des

M,.C=-M_,C

equi des

M,.C = —(~150)KN —m.=150KN —m.

equi

Para saber que cantidad de este momento de equilibrio fue producido por cada barra

que llega al nodo, simplemente multiplicamos el momento M_.C por los coeficientes

equi
de distribucion de cada barra. Como este nodo solo tiene el extremo C de la barra BC,

solo hay un coeficiente de distribucion u, =1.

M =M ,iC - p1gg =150-1=150KN —m.
Esto quiere decir que el extremo CB produce todo el momento de equilibrioM,,;C .

° Transmision de momentos

Una vez se tiene equilibrado el nodo C, aparece el momento M, en el extremo C de la
barra BC, lo que induce un momento en el extremo empotrado opuesto (B) igual a 2
(Mgg).

1

Mg B =~ Mg =0.5(150) = 75KN —m,

trans

En la siguiente grafica se representa todo el procedimiento realizado anteriormente:
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Mria = 75 Mee =150

Momento Transmitido

Momentos de Empotramiento

Momentos distribuidos de equilibrio |
| [KN-m] ! ; 150

. Momentos Transmitidos [KN-m] | 75

o El nodo C se considera nuevamente empotrado y se libera el nodo B para

equilibrarlo. El momento de desequilibrio que presenta este nodo es la suma (teniendo
en cuenta los signos) de los momentos de empotramiento (M{,,M[.)y el momento

trasmitido al nodo B del nodo C (M, ..B).

trans

DM oB=-ML + Mg +M (B=—110+150+75=115KN —m,

M B =115KN —m.

des

Entonces el momento de equilibrio sera M,,;B =-MB =—(115KN —m) Este momento

se distribuye a los extremos B de cada una de las barras que llegan al nodo en
proporcion a sus factores de distribucion.

Mga =M B gy = —115-0.6 = =69KN —m.
Mge =M B+ frge =—115-0.4 = —46KN —m.

Nuevamente se transmite la mitad de cada uno de los momentos a sus extremos
opuestos (Ay C):
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M 1

oA = Mgy = 0.5(-69) = -34.5KN —m.
M, .C = % M. =0.5(-46) = —23.0KN —m.

34.5 69 46 23

"y Momento Transmitido Momento Transmitido

3 Momentos de Empotramiento : 110 -110 3150 -150 ‘
. [KN-m] ! i i
| Momentos distribuidos de equilibrio | | 150 |
" [KN-m] 1 ‘ ‘
' Momentos Transmitidos [KN-m] 375 150 |

3 Momento distribuido de equilibrio
» [KN-m]

. Momentos Transmitidos [KN-m]

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Una vez equilibrado el nodo B y transmitido los momentos a los extremos opuestos, se
considera nuevamente empotrado. Se procede a buscar un nuevo nodo para equilibrar.
El nodo A “no” se libera debido a su estado real de empotramiento, asi que todos los

momentos que llegan a este nodo son absorbidos en su totalidad por el empotramiento.

o Se equilibra nuevamente el nodo C, el cual se desequilibré por el momento

transmitido de B a C (M, C=-23.0KN -m). Aplicando el momento de equilibrio

des

M.,.iC =23.0KN —m., se distribuye en el nodo M =23KN —m. y se transmite la mitad

equi

alnodoB M.. B=11.5KN —m.

trans

o Equilibrando nuevamente el nodo B, el cual se desequilibr6 por el momento

transmitido de C a B (M_B=11.5KN—-m). Se aplica el momento de equilibrio

tras

M,,B=-11.5KN-m, se distribuye en e nodo (M;,=-69KN-m. |,

equi
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Mg. =—46KN-m.) y se transmite la mitad al nodo A y al nodo C

(M, A=-345KN -m., M, .C =—-23KN —m.)

trans

11.5 23

Momento Transmitido

3 Momentos Transmitidos [KN-m]

3 Momento distribuido de equilibrio _34.5
i [KN-m] !

Momentos Transmitidos [KN-m]

o Equilibraremos nuevamente el nodo B, el cual se desequilibré por el momento

transmitido de C a B (M_B=11.5KN —-m). Aplicamos el momento de equilibrio

des

M,,B=-11.5KN-m, o distribuimos en e nodo (Mg, =-69KN-m.

equi
Mg, =—4.6KN-m.) y transmitmos la mitad al nodo A y al nodo C

( MtransA =—-3.45KN —m., MtransC =-2.3KN — m,)
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Momento Transmitido

y_/ NN O
fRaeR SRR AR SR ERziAd |
§ +75.5 179« / \‘>l79 A
A : €
‘00 o604 10
110 -110:150 -150
175 150
345 -69 |-46 23
11.5 23

Como se puede observar, los momentos transmitidos y los momentos de desequilibrio
se van haciendo cada vez mas pequefos. Se puede seguir haciendo este
procedimiento tantas veces segun sea el grado de precision deseado. En los ejercicios
desarrollados en este capitulo se detendran las iteraciones hasta que el valor de los
ultimos momentos distribuidos sean cercanos al 1% del mayor valor de los momento de

empotramiento iniciales.
A continuacion se muestra el proceso iterativo completo y los momentos finales (estos

se calculan simplemente sumando las columnas de cada extremo de las barras

teniendo en cuenta los signos de los valores):
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72.05 186.59 186.59 (0]

110 -110 150 -150
75 150
aas o e 23 |
-
s oo e . 25
7205 B 186.59; 186.59 0 ‘ Momentos Finales

[KN-m]

Una vez conocidos los momentos en los extremos de las barras, se plantean los
diagramas de cuerpo libre de cada una de las barras para calcular el valor de los

cortantes y de las reacciones de la estructura como se muestra a continuacion:

\ep UE.A HHLffE.c U.;B

l l 200 KN

Hcm 3 c:ua L cm

R'.:,' U.ﬂ.e. TII"-"IIBP- E‘E_T TII""'IIE-C TII""'IICE- F:‘CT
Tramo AB
2
dM, =M+ MBA+4VBA—4'—§2‘5=0

0 =72.05-186.59 + 4V, — 660

Vg, =193.64 KN
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DR =0=V,; +V,, —4-825
0=V, +193.64—-330

V,s =136.36 KN

Tramo BC

D Mg =My +Mgg— 6V +200 -3
0=186.59+0 — 6V, +600

V., =131.10KN

D R, =0=Vg +Vs —200
0=Vy +131.10-200

V.. =68.9 KN

Reacciones

Nodo A

ZFY =0=R, +V,q
0=R, -136.36

R, =136.36 KN

Nodo B

Z F, =0=Ry +Vg, — Vg

0=R, —193.64—131.1



Rz =324.74 KN
Nodo C
ZFY =0= Rc _VCB

0=R. —68.90

R. =68.90 KN

Una vez conocidos los valores de las reacciones, se plantea el equilibrio de toda la

estructura:

¢ ¢ 82i5 KII/mL ¢ 2(10 KN

A B C

T136. 36 KN 324.74 KN T68.90

4.0 m. ! 3.0 m. | 3.0 m.
10 m.
2.05 - 47

ZMA =72.05 —%+ 32474 -4-200-7+68.9-10

> M, =0

Esto se hace con el fin de comprobar que los valores obtenidos son correctos.

Ejemplo 3.3:
Determinar el valor de los momentos en los extremos de cada una de las barras.

Considere El constante.



30KN
15 Kn/m ¢

2,5m

%
%
A)
| 3m —1,5m—]

Este ejemplo se desarrollara de la misma manera como se hizo el ejercicio anterior.

Para el analisis del voladizo, simplemente se calcula el valor del momento en el

extremo CD y el coeficiente de distribucion para este extremo sera 0 (u.,=0),

mientras que el coeficiente de distribucion para el extremo CB seraiguala 1 (u., =1).

. Calculo de rigideces

4EI
K,.=—=1.6EI
A28

Kpge = %: 1.33El

4El
K.,=—=267El
s

. Factores de distribucion

(Apoyo empotrado)

(L6 J_oss
Kon + KBC 1.6 +1.33

0.45
(16+133]
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Heg = 1 (Condicion de apoyo simple)

Hcp = 0 (Condicion de voladizo)

15-(3)°
MBC :_MBC = —2

Momentos de empotramiento

=11.25 kN —m.

M., vol.= (30)(1.5) =45 KN —m.

. Proceso iterativo

En el siguiente cuadro se muestra el proceso iterativo realizado para solucionar la viga.

El orden en que se equilibraron los nodos fue el siguiente: C — B — C — B. Las flechas

presentes en el diagrama de iteracion sefialan los momentos transmitidos desde los

extremos opuestos.

Extremos elementos
Factores de distribucion
Momentos Empotramiento
Equilibrio Nodos
Traslacion

Equilibrio Nodos
Traslacion

Equilibrio Nodos
Traslacion

10 Equilibrio Nodos

© 00N O WN -

Momentos Finales

AB BA BC CB CD
0 | 055 | 0.45 | 1 0
0 0 |11.25 1125 45
-33.75
-16.88 4—
3.10 | 2.53
1.55 4~ 127
-1.27
-0.64 4
0.35 | 0.29
|1.55 3.45 | -3.45 1} -45 1 45 | (KN-m)

3.7 ANALISIS DE PORTICOS SIN DESPLAZAMIENTO RELATIVO ENTRE NODOS

El procedimiento de aplicacion del método de la distribucion de momentos a pérticos de

nudos rigidos estaticamente indeterminados cuando no hay desplazamiento de nodos,
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puede realizarse de la misma manera como se hizo en la solucion de vigas (3.1.2). La
unica diferencia que presenta el analisis de los poérticos, es que a los nodos pueden
llegar mas de dos barras, entonces simplemente se distribuye el valor del momento de

equilibrio del nodo entre las barras que concurren proporcionalmente a los factores de

distribucion 4jj .

Ejemplo 3.4
15KN
30KN/m
| g
® ©
£
<
©)
——2,5m } 3m |
. Dimensiones de elementos (b x h)

Vigas: 30 x 35 (cm xcm)

Columnas: 50 x 50 (cm x cm)

° Modulo de elasticidad

E =19 MPa =19 x10° KN/m?

. Calculo de inercias:

- Vigas:
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= Lb.n2 =L 03)-035) =1.07x10° m*
12 12

- Columnas:

| = %(0.50)4 =521x10" m*

a. Rigidez de cada barra:

4(19x10°)(1.07x107)

K =
AB 2.5

=32.53

4(19x10°)(1.07x107)

KBC = 3

=27.11

4(19x10%)(5.21x107)

KBD = 4

=100.13

o Momentos de empotramiento:

Myg=—Mg, = PéL :15.(2'5) =469 KN—-m
2 2
Mge =—Mcq :leL 230 3) =225 KkN—-m

. Factores de distribucion

4,5 =0 (Apoyo empotrado)

~ 32.52 020
T Ky, + KBC + Koo | (3252+27.11+98.99)

N
e
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Uys =1 (Apoyo simple)

teg =1 (Apoyo simple)

° Proceso iterativo

El proceso iterativo se realizara la misma forma como se hace para el caso de las vigas.
El orden en que se equilibraron los nodos fue el siguiente: C—-B-C-D-B-C-D -
B-C-D-B.

El proceso iterativo se presenta en el siguiente cuadro. Las flechas presentes en el

diagrama de iteracion sefialan los momentos transmitidos desde los extremos opuestos.

1 Extremos elementos AB BA BD BC CB
2 Factores de distribucion 0 | | o2 063 | 017 | [
3 Momentos Empotramiento 4.69 -4.69 0 22.50 -22.50
4 Equilibrio Nodos 22.50
5 Traslacion 125 %
6 Equilibrio Nodos -5.81 | -18.31 | -4.94
7 Traslacion 291 ¥ > 247
8 Equilibrio Nodos 2.47
9 Traslacion —P 458 | 124 *
10 Equilibrio Nodos o — -1.16 ] -3.66 | -0.99
11 Traslacion -0.58 > 049
12 Equilibrio Nodos 0.49
13 Traslacion —p 092 | 025 €
14 Equilibrio Nodos o — -023 ] -0.73 | -0.20
15 Traslacion -0.12 T * .0.10
16 Equilibrio Nodos 0.10
17 Traslacion 0.18 | 0.05 «
18 Equilibrio Nodos -O.H-OJS -0.04
Momentos Finales 1.086 i -11.94 1-17.1761 29.12 i i 0 |J(kN-m)
BD
1

1 Traslacion Nodo BD —» | -9.15
2 Equilibrio Nodos 9.15
3 Traslacion Nodo BD —> | 183
4 Equilibrio Nodos 1.83
5 Traslacion Nodo BD —» | -0.37
6 Equilibrio Nodos 0.37

Momentos Finales E (KN-m)
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3.8 SIMPLIFICACIONES PARA EL METODO DE CROSS

Es importante sefalar que las simplificaciones mencionadas a continuacién se pueden
realizar en cualquier método de analisis estructural y no son una caracteristica del
método de Cross.

A continuacién se presentaran algunas simplificaciones importantes utilizadas en el
método de Cross para disminuir el nUmero de iteraciones realizadas en la solucion de

un ejercicio.

Las simplificaciones expuestas son:

. Simplificacién por extremo Articulado

. Simplificacién por simetria

3.8.1 Simplificacion por extremo Articulado

Figura 38: Simplificacién de Estructura por Extremo Articulado

Como se muestra en la figura anterior, la tres barras A1, A2, A3 concurren al nodo
rigido A. Los extremos 2 y 3 son empotrados mientras que el extremo 1 presenta una
articulacion. Esta condicion de apoyo simple ayudara a reducir notablemente el numero

de iteraciones realizadas para solucionar una estructura mediante el método de Cross.

Considérese un momento M, aplicado en el nodo A. Como se sabe, este momento

hace que el nodo rote hasta su posicién de equilibrio y a su vez que se generen
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momentos internos en cada una de las barras. Si se separa la barra A7 para su analisis,

se tiene:

Figura 39: Analisis de la barra A1
MA

Como se puede apreciar, la barra presenta momentos en sus extremos (Ma1y M1a).
Haciendo uso de las ecuaciones de momentos extremos para una barra prismatica

vistas en el capitulo de Slope — Deflection, se tiene:

4El 2El

IVIAl :TQA +T61
2EI 4E| Ecuacioén 3.15
MlA :THA +T91

Los términos de momentos de empotramiento (M ,,,M/, ) son iguales a 0 debido a que

no hay cargas externas aplicadas sobre la barra y el momento debido al

desplazamiento relativo entre nodos ( 6LI52I -A') también es 0 debido a que no hay

desplazamientos en la estructura.

Como se sabe, un apoyo articulado no absorbe momentos. Es decir M,, =0, luego:

2El 4El|
MIA :O:TQA +T91

Despejando ¢, de la ecuacion anterior:
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6, =——-0, Ecuacion 3.16
Retomando la ecuacion del momento para el extremo A (M ,,) y factorizando el término
[4EI J

- )

MAIZE'(9A+191] ‘s
L 2 Ecuacion 3.17

Reemplazando la ecuacion 3.16 en la ecuacion 3.17:

Ecuacion 3.18

.. 4El : . , :
Reemplazando el término - por K,, y reorganizando la ecuacion anterior, se tiene:

M, :GKM)-QA Ecuacién 3.19

Es decir, el factor de rigidez de la barra K,, se reduce a sus tres cuartas partes (%j

al considerar la condicién de extremo simplemente apoyado en el apoyo 1. Asi, si una
estructura tiene alguno de sus extremos articulados, la rigidez de la barra de modificara
a sus % partes y con se tiene previsto que el momento en este extremo sera 0, y no

habra necesidad de transmitirle momentos a este extremo.

134



A este factor lo llamaremos Rigidez modificada y lo representaremos con el simbolo

KI

Aplicando este nuevo concepto a la figura inicial:

Como se dijo anteriormente, al aplicar un momento M, en el nodo A se produce un

desequilibrio en el nodo. Esto hace que aparezca un momento de equilibrio, el cual se
. 3 .
reparte en 3 partes proporcionales a K,,,K,; y Z(KAI)’ los cuales actuan sobre la

barras A1, A2, A3. La mitad de los momentos de equilibrio del nodo A que actuan sobre
las barras A2 y A3 se transmiten a los nodos 2 y 3; no es necesario transmitir
momentos al nodo 1 (articulado) ya que al modificar el factor de rigidez de la barra A1
reduciéndolo a las % partes de su valor normal, queda previsto que el momento en el

nodo 1 siempre sera igual a 0.

“Cuando una viga continua o un pértico de nudos rigidos lleva en sus tramos extremos
apoyos simples o articulaciones, se puede simplificar el método general de Cross
haciendo uso de las rigideces modificadas, obteniendo los mismo resultados y de
manera mas rapida”

Ejemplo 3.5

Determine los momentos extremos en cada uno de los elementos y las reacciones para

la viga mostrada.
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30 KN

20 KN
15 KN/m
L Py
| 21 21
5m 6m I 4m
® ©

Calculo de la rigidez rotacional

4(10000)

Kyg =———=8000

4 (2-10000)

Kge = — 6 =13333.33

4(2-10000)

Kep ==, —=20000

4 (2-10000)

Koo =———— =13333.33

Factor de distribucion

K'C DZZK

=K = %(8000) = 6000

cp = %(20000) =15000

Uag=Mpc =1 (Condicion extremo simplemente apoyado)

Hega =

Hpc =

Hce =

Hep =

6000
13333.33 + 6000

=0.69

13333.33
13333.33 + 6000

13333.33 047
13333.33 + 15000 '

15000 jzoﬁ

13333.33 + 15000
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o Momentos de empotramiento:

- Barra AB

30 KN

0 \ Mga
‘e 1D

®

Al considerar la rigidez modificada ( K ’) en la barra AB, ya se tuvo en cuenta que el
momento en el extremo A (simplemente apoyado) es cero. Entonces, el momento de
empotramiento para esta barra se calculara empotrando solamente su extremo B

mientras que su extremo A tendra su condicion real de simplemente apoyado.

MBFAZ_%'P'L=—%'(30)~(5)=—28.13 kN — m.
- Barra BC
2
MFBC=M=2.78 kN — m.
(6)
2
MFCB:_M=—13.89 KN — m.
(6)
- Barra CD
Moo (/T L0l T )
o (4
.
© ©

Esta barra presenta la misma condicion de la barra CD.
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W.L? 15-(4)

MCFD= 3

e Proceso Iterativo

=30 kN —m.

En este ejemplo se realizo el proceso de equilibrio en los nodos B y C simultdneamente.

En el siguiente cuadro se muestra el proceso iterativo:

1 Extremos elementos AB BA BC CB CD DC
2 Factores de distribucion 1] | 0.31 ] 0.69 | | 047 ] 0.53 1
3 Momentos Empotramiento 0 -28.13 ] 2.78 -13.89 30 0
4 Equilibrio Nodos 7.86 | 17.49 -7.57 | -8.54
5 Traslacion 379 4~ —» 875
6 Equilibrio Nodos 117 | 2.62 -4.11 | -4.64
7 Traslacion 206 € T» 131
8 Equilibrio Nodos 064 | 1.42 -0.62 | -0.69
9 Traslacion 031 € T 0.71
10 Equilibrio Nodos 0.1 0.21 -0.33 | -0.38
Momentos Finales | o i -18.36 1 18.36 | i 15751 15.75 0 J(KN-m)
Ra= 11.33Kn 30 KN 18.67Kn 0.71Kn
¢ ¢ 20 KN ¢ ¢ &26.06 Kn
0 L 18.36KN-m 18.36Kn-m 15.75Kn-m 15.75Kn-m 15 KN/m 0
Ra=11.33Kn 11.33Kn 18.6T7Kn Re= 19.4 Kn 0.7T1 Kn 19.29Kn Rc=53.23 Kn 33.94Kn 26.06Kn Ro= 53.23 Kn
Ejemplo 3.6

Determine los momentos extremos en cada uno de los elementos y las reacciones para

el portico mostrado.
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10KN

O
21 © I
c% I 21
L ©
A AW
| 5m | 6m

e Calculo de la rigidez rotacional

4El 4
SRR
4E-(21) 8
Kye = ———2=2F]|
BC 5 5
4E(21) 8 ,
KCD:TZEEI K'ep =
4EI 2
KCE:TZEEI

e Factor de distribucion:

Hpg =0 (Empotramiento)
4
Ly = 43 g |=04s
7+7
3 5
8
oo = 45 < |=055
J— + —
3 5

3 3.8
— K., =—(=El)=2EI
7 Keo=7(GED
, 3 3.2 1
K CE:Z'KCE :Z(EEI):EEI

139



8 I
5 2
2
Heo =l g1 704
5 2
1
fee =| —2——|=0.12
8 I
—+2+—
5 2

¢ Momentos de empotramiento

- Barra BC:

2
MBFC=—M§B=%=41.67 kN — m.

- Barra CE
10KN

%

%

© ®
—3m ]

\ 6m \

M —iP-L—i-(lo)-(6)—1125 kKN —m
16 16 ' '

e Proceso iterativo

El orden en que se equilibraron los nodos fue el siguiente: B— C -B - C - B - C. El

proceso iterativo se presenta en el siguiente cuadro:
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Extremos elementos
Factores de distribucion
Momentos Empotramiento
Equilibrio Nodos
Traslacion

Equilibrio Nodos
Traslacion

Equilibrio Nodos
Traslacion

Equilibrio Nodos
Traslacion

Equilibrio Nodos
Traslacion

Equilibrio Nodos

PO OO ©O N 0N WN =

Momentos Finales

Otra forma en la que se puede desarrollar el proceso iterativo, es haciendo uso del

AB BA BC CB CD CE EC
| Jo4sJoss| | o039 ] 049 ]o12] |
0 0 4167 -4167] 0 |[1125 0
_~-18.75 | -22.92
-9.38 ¥ 1146
16.33 | 20.52 | 5.03
817 &
_~-3.68 | -4.49
-1.84 X T$.2.25
0.88 | 1.10 | 0.27
044 &~
020 | -0.24
01 X 012
0.05 | 0.06 | 0.01
[-1132 | -22.63 1 22631 -38.24 | 21.68 | 16.56 0 |

esquema del portico como se muestra a continuacion:

0.55 0.39 0.12
41.67 -41.67 11.25
22,92 A1.46 =— 5.03 0.0
817 —— 16.33 *+0.27 0.0
4.49 225 —— ;r?.g;
E@-m.n o= +g'?28 - 049 20.52
368 2783 +0.05 +1.10
-0.20 ' 38.04 +0.06
2263 16.56
11.32
Lo |50
1.84 =—
932 =— 0.0
ANANNNNNN\N 0.0
IR
M,;=-11.32 KN—-m Mg, =-22.63 KN—m
M, . =22.63 KN—m M.z =-3824 kKN—-m
M;,=21.68 KN—-m My.=0 kN—-m
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M. =16.56 kKN —m Mc. =0 KN—-m

3.8.2 Simplificacién por simetria

Para que una estructura pueda ser considerada como simétrica debe cumplir

simultdneamente las siguientes condiciones:

3.8.2.1. Debe tener simetria geométrica: es decir, las secciones a la izquierda y a la

derecha del eje de simetria deben ser iguales. Asi por ejemplo:

Figura 40: Estructuras con Simetria geométrica

|
|
| ! 21 ~
112 | 112 j E
| a | a |
|
|
| | | i No hay Simetria
|
|
FIGURA 17
|
|
| 21 | 1 | | A
| a | b |
|
T ) S — a?b
! ‘ ‘ 1 No hay Simetria
| | !
|

\ a } a \
|
|

Eje de Simetria
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Figura 41: Estructuras con Simetria geométrica

21

21

21

21

21 21 3

Yz AN

F—a —

AW
| —a—
Eje de Simetria |
Eje de Simetria

3.8.2.2. Debe tener simetria de Cargas: es decir, las cargas a la izquierda y a la

derecha del eje de simetria deben ser iguales. Asi por ejemplo:

Figura 42: Estructura con Simetria de Cargas

P 1 P
|
R TR
|
N N
i w -
|
|

Eje de Simetria
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Figura 43: Portico con Simetria de cargas

iz TITTT7777777

Eje de Simetria

Por otra parte, cuando una estructura es simétrica pueden presentarse dos casos:

. Que la estructura tenga un numero par de luces

. Que la estructura tenga un numero impar de luces.

3.8.2.3 Simplificacion por simetria — Namero par de luces: Cuando una estructura
es simétrica y tiene un numero par de luces, el eje de simetria corta a la
estructura en su columna o apoyo intermedio. Esto equivale a decir que la
rotacidon en los elementos cortados por el eje de simetria es cero, por lo que
la estructura puede considerarse empotrada en dichos elementos

(normalmente nudos). Graficamente:
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Figura 44: Estructura Inicial y Estructura Simplificada por Simetria

fannnwanwwwwsl oI,
ensnwnwnnnw] Juwwnan}
Fi/L - o FFLH

Ejemplo 3.7

Resolver el pértico indicado en la figura. Esto es, hallar los diagramas de fuerza
cortante y momento flector asi como las reacciones, haciendo uso de la simetria de la

estructura si es posible.

e )
;14 F1; 2,5
D £ E 21 l F

G ccd e
|
\
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Se trata aqui de un caso de simetria numero par de luces (hay tanto simetria de cargas
como simetria geométrica). Nétese que el eje de simetria corta las columnas centrales

por lo que basta suponer que los nudos B y E estan empotrados.

e Rigidez de las barras:

Ko =2El 2 _ 3360
303
Koo =2EL 85 _160El
25 5
Koo = 2ECD 8556780
33
Koo =2ECD 165, ) 14
35 14

Ugp =Hep = tep =0 (Empotramiento)

e Coeficientes de distribucion:

1.66 +2.67 +1.14

|
(
|
(

e Momentos de empotramiento:
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2
MAB:_MBA:MZIS kKN — m.

2
My, =20 D27 333 kN-m.

2
Mo _ 30 M @) 667 kKN-m.

e Proceso lterativo

El orden en que se realizo el proceso de equilibrar los nodos fue el siguiente: A—D — A

-D.
A continuacion se muestra el esquema de calculos:
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o045 @EB

A 15.0 -15.0
-6.75 — -3.38
+0.62 — *0.31
-?gg @ﬂ 887 -18.69
+0.76
8.87
10.30]
4R g
. +8'_%3? D 0.49 0.00 E £
= 13.33 -6.67
-6.62 -4.51 — -g.ﬁg
-0.19 — 0.
[oz21] 019 903
-1.93
-0.08
-2.01
— -0.97
[ 0.00] -0.04
-1.01
G

3.8.2.4 Simplificacion por simetria — Numero impar de luces

Cuando una estructura es simétrica y tiene numero impar de luces, el eje de simetria

corta a la viga central tal como se muestra en el portico indicado a continuacion:
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Figura 45: Estructura Simétrica con Numero Impar de Luces

q [

RN RIS SO

P P
q q q 777737777
Probod i E4dd R N SRR IR IR

— 7 : : i 7///7)‘//7//
RS ! W R ! RSSO
Eje de Simetria : Eje de Simetria :

Notese que debido a la simetria que presenta la estructura, las rotaciones en los

extremos iy j de la viga i — j, tienen que ser iguales y de signos contrarios, es decir:

0. =-0.

J I

Recordando las ecuaciones de momentos extremos del Slope deflection, para el nodo i

se tiene:

M =M+ %ei + %91 Ecuacion 3.20

i—]j i—]j
Pero como ¢, = - 6;, se obtiene:

M, =M, + ﬂei + E(— 0,) Ecuacién 3.21
L L

, .. 4El , .,
Factorizando el término Tde la anterior expresion:
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M =MF 4 %[ %ei } Ecuacién 3.22

.. 4El , . .
Reemplazando el término e por K;; en la anterior ecuacion y reorganizandola, se

obtiene:
F Kij i6
M, =M +|—L1|6, Ecuacion 3.23

Como se puede observar, el valor del factor de rigidez para la viga i-j se ha reducido a
la mitad por la condicion de simetria. A este factor se le llamara factor de rigidez

modificado para simetria de estructuras con un numero impar de luces y se

, !
representara con el simbolo K':

KW &= Ecuacion 3.24

El cual al ser considerado en el analisis de este tipo de estructuras, permitira trabajar
solamente con la mitad de la estructura, simplificandose de esta manera el proceso

iterativo.

NOTA: Es importante observar que el momento fijo o de empotramiento en los
elementos cortados por el eje de simetria no cambia como consecuencia de la
simplificacion. Es decir: “No hay que dividir ni la carga ni la luz del elemento cortado por
el eje de simetria por dos ni por ningun factor. El momento fijo se calcula con la luz y las
cargas dadas. Basta tan solo multiplicar por % las rigideces de dichos elementos”.
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A continuacién se presenta un ejercicio, en el cual se aplicara el concepto

anteriormente explicado

Ejemplo 3.8:

Encontrar los momentos extremos en cada uno de los elementos de la estructura.

30 Kn/m
® 21 N
I I
15 Kn/m 2OiKN 15 Kn/m (\El
© ) ® ®
I 21 21 &
™
AAOSSAN\\N
BASSSSS\A\N ANSNSNNNNNN
1 4m 1 3m 1 4m |
© ® @ ®
e Momentos de empotramiento:
2
MAB:—MBA:%:D-S kKN — m. “Nétese que se usa
2
M., =— Dczwzzo KN — m. la cargay la luz real
Mpe=—-M¢, = 2Oé(3) =7.5 KN —m.

e Rigidez de las barras:

4El
KAD :TZZEI
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¢ Rigidez modificada

- Apoyo extremo simplemente apoyado ( K';, = %-K

Koy =%[4E'T(2')} =2El

- Simetria numero impar de luces (K',; =%2-K ,; )

K'yg =K' ={—4E'(2')}=1 33El
AB DE 2 3 .

e Coeficientes de distribucion

1.33
- = 0.40
Hao (1.33 N 2j

2
= = 0.60
Hao (1.33 + 2)

2
Hoa = Hon [2+1.33+2+1j
1.33
—[=22 1= 021
Foe (6.33)
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Hse =0 (Empotramiento)

e Proceso lterativo

El orden en que se realizo el proceso de equilibrar los nodos fue el siguiente: A—B - C
-B-A-B-C.

A continuacion se muestra el esquema de calculos:
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A

135
+3.03 =
+0.72 | 0.60]
-2.25
-12.00
0375
—oa] L
20.00 -20.00
[057] 4% ey o313
+0.37 — +0.73
+0.09 = +0.18
-0.20 -20.54
+12.25
-6.00
[00] -013 -39
6.13
G H
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4 METODO DE KANI

4.1 CONCEPTOS PREVIOS:

4.1.1 Suposiciones basicas del método

e. Todos los miembros de la estructura son prismaticos, es decir, E/ constantes.
Las deformaciones de la estructura son debidas principalmente al efecto de los
momentos.

g. La estructura se comporta en el rango elastico, (obedece a la ley de Hooke).

h. Las deformaciones axiales son despreciadas.

4.1.2 Momentos de empotramiento

Los momentos de empotramientos se calculan del mismo modo que se explico en el

capitulo del slope Deflection.

4.1.3 Nodo Rigido

Una de las caracteristicas principales de un nodo rigido es que todos los extremos de
los elementos que concurren a él tienen la misma rotacion y el mismo desplazamiento,
es decir, no hay desplazamientos ni rotaciones relativas entre los extremos de los
elementos.

“Los elementos que concurren a un Nodo rigido conservan el mismo angulo inicial
existente entre ellos, incluso después de que la estructura se ha desformado bajo la

accion de las cargas externas”.

4.2 CASO DE ESTRUCTURA SIN DESPLAZAMIENTO
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4.2.1 Ecuacion para el calculo de los momentos flectores en los extremo de una

barra i-j sin desplazamiento entre nodos.

Calculando los momentos en los extremos de una barra prismatica sin desplazamiento
relativo entre Nodos por el método de Slope — Deflection se tienen las siguientes

ecuaciones:

M, =M, +£6’i +£6?j
L L

Ecuacion 4.1

M =M, +%6’i +%¢9j

En donde:

M,_; = Momento final en el extremo i de la barra i-j
M., = Momento final en el extremo j de la barra i-j

M. = Momento de empotramiento del Nodo i

M . = Momento de empotramiento del Nodo j

l9i = Rotacion en el extremo i de la barra
6. = Rotacion en el extremo j de la barra

I = Momento de Inercia de la barra (considerado constante)
E = Modulo de elasticidad del material.

L = Longitud de la barra i-j.

. A 2El . .
Factorizando el término T en la ecuaciones 4.1 se obtiene:

M_, =M/, +%(2-¢9i +49j) Ecuacion 4.2

-] -]
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M =M +£(6?i +2-¢9j) Ecuacion 4.3
L

El término (2EI/L) en el método de Kani se conoce como el factor de rigidez rotacional

y se representa mediante el simbolo (K;_; = 2EI/L) ; reemplazando este término en las

ecuaciones 4.2 y 4.3 se obtiene:

M, =M, +2-K_;-6,+K_; -6, Ecuacién 4.4

M ;=M +K_;-6,+2-K_; -6, Ecuacion 4.5

ji j-i

Donde:

M/ ; = K,_; -6, = Momento generado en el nodo i debido a la rotacién del Nodo i (0))

M, = K,_; -0,= Momento generado en el nodo j debido a la rotacion del Nodo j (9j )

Reemplazando estas expresiones en la ecuacién 1, se obtiene:

Mi—j = Milij +2- Mi'—j +M J"—i Ecuacion 4.6

M [ M jF_i +M i,_j +2-M }_i Ecuacion 4.7

Las ecuaciones anteriores se usan en el método de Kani para calcular el valor de los

momentos finales en los extremos de una barra sin desplazamiento relativo entre los

nodos.
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4.2.2 Distribucion de momentos en un Nodo

Las dos ecuaciones siguientes seran utilizadas para el desarrollo del presente tema.

M =M, +2-M/; +M], Ecuacion 4.8
M i’—j = KH -0, Ecuacion 4.9
donde:

M;_; = Momento final en el extremo i de la barra i-j

M ; = K,_; -, = Momento debido a la rotacién en el Nodo i (&)

Considere la siguiente estructura sometida a la accion de las cargas mostradas.

Figura 46: Estructura Sometida a Cargas

W
Ldb oty ¢ N3
~ N

WA 27777/

Separando el Nodo rigido i de la estructura y planteando su equilibrio se encuentra que:
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Figura 47: Analisis de la Estructura

d>M;=0=M_, +M_,+M,, Ecuacién 4.10

Reemplazando la Ecuacién 4.8 para el momento en i de cada una de las barras que

llegan al nodo i se tiene:

0=(M+2-M/ + M/ )+ (M5, +2-M/, + M} )+ (M5 +2- M/, + My
Agrupando los términos semejantes se obtiene:

0=(M 7 +M7+ M) +(2-M/ +2-M/,+2-M/,)+(M] + M} + M)

La anterior ecuacién escrita en forma general para cualquier numero de barras que

lleguen al nodo i se tiene:
0=>M{ ;+2-> M +> M’ Ecuacién 4.11
Despejando el término Z M’ ., se obtiene:

i-j?
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! 1 F l
M :_5[ M+ 2 MY }
Reemplazando la Ecuacion 4.9 en la anterior expresion se obtiene:

1

Z(Ki—j 6’.)=—5[ ZM iF_j +ZM’j_i } Ecuacion 4.12

La rotacion que sufre cada una de las barras que llegan al nodo i es la misma para

todas las barras, (6, ), (ver propiedades de un nodo rigido), luego:

0> K, =—%[Z|\/|f,.+zwl}i] Ecuacién 4.13

1 [ZME +> M, ] Ecuacién 4.14

|
2 3K,

Reemplazando el valor de 9i en la Ecuacién 4.9, se obtiene la siguiente expresion:

M;_szi_J.-[—l- 1 [ZMEJ.+Z|\/|;_i]J Ecuacién 4.15

2 YK
Ordenando la anterior ecuacion se obtiene:

K. .
Mi',j _(l#J[ZMf] +ZM ;—i ] Ecuacién 4.16

Con la anterior ecuacion se calcula el valor del momento que se genera en el extremo i,
debido a la rotacién que sufre el nodo (6’i ), de cada una de las barras que llegan a este

nodo
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Analizando la ecuacion anterior se puede ver que el método de Kani presenta un factor

de distribucion de momentos similar al usado en el método de Cross, este factor se

representa mediante el simbolo Hi_j, asi:

1Ky g
My =|——= Ecuacion 4.17

2 Y K
Donde:

K;_; =Rigidez rotacional de la barra /.

Z Ki_; =Suma de todas las rigideces de las barras i-j que llegan al Nodo i.

Asi, la ecuacion anterior se convierte en:

— | IMF 43 M| Ecuacien 4.18

M/_, =Momento generado en el nodo i debido a la rotacion del nodo i (6))
4_; = Factor de distribucion de Kani (4.17)
ZMiF_J. = Sumatoria de los momentos de empotramiento presentes en los extremos i

de cada una de las barras que llegan a este nodo.

ZM ;i =Sumatoria de los momentos producidos en los extremos j de cada una de las

barras que llegan al nodo i cuando ocurre una rotacion en el nodo i (Hi ).

Esta es la ecuaciéon basica para el desarrollo del proceso iterativo del método de Kani

utilizado en estructuras sin desplazamientos relativos entre los extremos de las barras.
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Si se analiza la ecuacion 4.18 se puede ver que los términos Z M, vy 4_; son valores

constantes y conocidos para cada nodo, lo que reduce el proceso iterativo a aplicar esta

ecuacion a cada uno de los elementos de la estructura, utilizando cada vez los ultimos

valores hallados para el término M i'_j .

Factor de distribucion ( 4; )

Las principales caracteristicas del factor de distribucion en el método de Kani son:

e EI| factor de distribucion es independiente de la carga y so6lo depende de las
caracteristicas de la viga tales como: el momento de Inercia, EI Mddulo de
Elasticidad y su Longitud (1, E, L).

e El calculo del factor de rigidez para las barras se calcula dividiendo la rigidez de
cada barra sobre la suma de las rigideces de todas las barras que llegan a ese
Nodo.

e La suma de los factores de distribucion de todas las barras que concurren a un

. , 1
Nodo esigual a (- 72 ). Es decir Z,Lli_j = R

Este dato es bastante util para comprobar las operaciones.
4.2.3 Propiedades de los apoyos

En el método de kani se aplican las mismas propiedades del método de Cross para el

calculo del factor de rigidez en los apoyos extremos de las estructuras.

O
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e Para el caso de un apoyo simple (extremo A) se considera que la barra se

encuentra unida a otra barra de rigidez nula (K=0), por lo que el factor de

distribucion es igual a p,; = ——

K=0 Kas

10 ] Has =-0.5

g = e LK) 1 Ecyacion 4.19
20K, +0)  2(K,, 2

. Para el caso de un empotramiento en un extremo (extremo C) se considera que
la barra se encuentra unida a otro elemento de rigidez infinita (K=«), por lo que el factor

de distribucion es nulo z,. =0.

e

Kcs
Wcs = 0.0

(@)

K K ‘s
Ueg = A _Bes 1o _1[Bes | Ecuacién 4.20
2 Kgg +© 2{ oo

. El voladizo (A-B) no contribuye a la rigidez rotacional del Nodo B, este tramo no
opone resistencia para impedir la rotacion del Nodo B, por lo tanto, el factor de
distribucion para el extremo BA es nulo u;, =0, mientras que para el extremo BC el
factor de distribucion sera igual a 1, u,. =1. De acuerdo a lo anterior, este Nodo se
puede tratar como simplemente apoyado, sin embargo es de suma importancia

transmitir al Nodo B el momento y el cortante que se generan por la carga sobre el

voladizo.
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Figura 48: Estructura Cargada y Simplemente Apoyada

4.2.4 Simplificaciones en el Método de Kani.
En el método de Kani también son aplicables las simplificaciones vistas en el capitulo

de distribucion de momentos o método de Cross (Capitulo 3, seccion 3.8).

4.2.5 Procedimiento para solucionar estructuras sin desplazamiento relativo

entre nodos mediante el método de Kani

A continuacion se describe el procedimiento para desarrollar estructuras sin

desplazamientos relativos entre Nodos por el método de Kani:

a. Calcule la rigidez Kij de cada barra de la estructura.

b. Calcule el factor de distribucion 4 para cada una de las barras que concurren a un

Nodo.
c. Considere todos los Nodos de la estructura empotrados y calcule los momentos de
empotramiento en los extremos de cada una de las barras.

d. Sume en cada Nodo los momentos de empotramiento (teniendo en cuenta los

signos) para calcular el término > M[; .
e. Calcule el valor del término M/ ; para cada uno de los elementos que llegan a cada

nodo con la Ecuacién 4.18. Se recomienda empezar por el Nodo que presenta el

mayor valor de ZML. para que el proceso iterativo converja mas rapido. Los

resultados obtenidos de M/ .

; se escribiran en el diagrama y seran los M/ ; para ese
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ciclo. Estos valores se convertiran en M/

al analizar los Nodos opuestos. Este
proceso iterativo se mostrara mas adelante mediante un ejemplo.

f. Recorrido todos los Nodos se acaba el primer ciclo. Nuevamente aplicamos el paso
(e) recorriendo los Nodos en el mismo orden de la iteracidén inmediatamente cuantas
veces sea necesario hasta alcanzar la aproximaciéon deseada. Detenemos el
proceso iterativo cuando el resultado de la ultima iteracion realizada para el termino

(M{;) sea muy cercano al resultado obtenido en la iteracion inmediatamente

H ’
anterior para (M/_;).
g. Terminado el proceso iterativo encontraremos el valor de los momentos definitivos

en cada uno de los extremos de cada barra con las siguientes ecuaciones:

=M i'ij +2-M/; + M, Ecuacion 4.21

M =M +M[ +2-M], Ecuacion 4.22

Es importante tener en cuenta los signos de cada uno de los términos.
Importante:
o La aproximacion de los resultados obtenidos depende del numero total de
iteraciones que se hagan.
o Si el proceso de iteracion de momentos se realiz6 en forma correcta, entonces
los momentos finales deben satisfacer las ecuaciones de equilibrio de momentos en

todos los Nodos de la estructura.

h. Conocidos los momentos resultantes en los extremos de cada barra se calculan los

cortantes y las fuerzas axiales para cada una de las barras mediante las ecuaciones

basicas de equilibrio (ZMi = O,ZFy =0), lo que permite calcular las reacciones en

los Nodos y revisar el equilibrio externo.
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4.2.6 Ejercicios de Aplicacion

Ejemplo 4.1
30 KN
12 KN/m 15 KN
% REEEEEREEEEY |
’ I 21 |
| 5m | 5m | 6m 3m |
® ©
Rigideces de las barras:
2(El),g 2(El) EI
fae = L T 10 5
AB
2(El)gc | 2(2El) 2EI
ST T 6 3
BC
K¢ p voladizo =0
Factor de distribucion:
Nodo A:
El
1 Kyg 1| 5
=— - =0
fre 2(KAB+OOJ 2 E+oo
Nodo B:
El
=-0.12
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2ElI

1 KBC 1 3
Uyo=——| ————— |=—| =—==—|=-0.38
o 2(KAB+KBC} 2 ﬂ+2EI
5 3
Nodo C:
2EI
1 KCB 1 3
Ug=——| ——— |=—=| =—=———|=-0.5
cF Z(KBC-FKCDVOLJ 2 £+O
Momentos de empotramiento:
MAB:_MBA=E=M=37'5 KN - m.
8 8
2 2
MBC:_MCB:WL _12(6) =36 KN —m.

12 12
M ., vol.=3-15=45 KN —m

Calculode ) M/, en cada nodo:

Nodo A:
> M= Mg =375KN-—m.

Nodo B:
> M= M{, + M{. =-375+36=-1.5KN-m.

Nodo C:
> ME= M5 + M vol. =-36+45 =9KN —m.

Esquema de calculos para el proceso iterativo:
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Los valores antes obtenidos se escriben en el esquema de calculo como se muestra a

continuacion:

375 375 | N 0 136.0 -36.0 45
EAL 1502 Sfom]

® © ©

Proceso lterativo

Para realizar el proceso iterativo se aplica la siguiente ecuacion en cada uno de los

nodos de la estructura:
M) = #i; [ZMFU +2 M'j—i]

Al aplicar esta ecuacion en el primer nodo, el término ZMLi sera cero, es decir solo

se tendra el valor del termino ZM "

El orden en que se realizan las iteraciones no tiene importancia. Sin embargo es de
gran importancia efectuar la iteracién en todos y cada uno de los nodos. Como se

menciono con anterioridad se recomienda empezar con el nodo que presenta el mayor
re . F
del término > MF,; .

En este ejercicio se opta por el siguiente orden de recorrido de nodos: C — B — A.

° Primera iteracion:

Nodo C:
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M’y =—=0.5-(9)=—45kN —m.

Nodo B:
MG, =-0.12 (-1.5-45)=0.72 kN — m.

M’ . =-038 (~1.5—-4.5)=2.28 kN —m.

Nodo A:
M’z =0(37.5+0.72) = 0kN —m.

Los valores recién calculados se colocan en el diagrama de calculos como se muestra a

continuacion:

37.5 -37.5 36.0 -36.0 45
(o] o —
0.0 0.72 2.28 4.5 0.0

® © )

De igual manera se continuara haciendo con cada una de las iteraciones.

J Segunda iteracion:

M’ =—05(9 +2.28) =-5.64 kN—m.
My, =—-0.12 (=1.5+ 0 — 5.64) =0.86 kN —m.
M’. =—038(-1.5+0—564)=2.71 kN—m.

M’ys =0(37.5+0.86) = 0OKN —m

. Tercera iteracion:

M’, =-0.5(9+271)=-586 kN—m.
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M’ , =—0.12 (-1.5+0 — 5.86) =0.88 kN — m.
M’ =—038(-1.5+0—586)=2.80 kN —m,

M, =0(37.5+0.88) =0 kN —m.

. Cuarta iteracion:

M’ =—05(9+2.80)=-590 kN —m.
M, =—0.12 (=1.5+5.90 — 0) =0.89 kN —m.
M’ e =—0.38 (~1.5+5.90 — 0) =2.81 kN —m.

M’,e =0(37.5+0.89) =0 kN —m.

) Quinta iteracion:

M’ =-05(9+281)=-591 kN—m.
My, =-0.12(-1.5-59)=0.89 kN —m.
M. =—0.38 (-1.5 — 5.90) =2.82 kN —m.

M’,, =0(37.5+0.89) =0 kN —m.

° Sexta iteracion:

M’ =—05(9+2.82)=-591 kN—m.
M%, =-0.12(-1.5-5.91)=0.89 kN —m.
M’ . =-038 (1.5 - 5.91) =2.82 kN —m.

M, =0(37.5+0.89) =0 kN —m.

Como se puede observar, los valores de momento obtenidos en las dos ultimas

iteraciones son bastante parecidos, asi que se da por terminado el proceso iterativo.
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A continuacion se muestra en el diagrama de calculo los resultados obtenidos para
cada iteracion:

g 37.5 -37.5 S§ 36.0 -36.0 g 145

0 0.72 2.28 -4.50 0
0 0.86 2.7 -5.64 0
0 0.88 2.80 -5.86 0
@ 0 0.89 2.81 -5.90 @ 0 @
0 0.89 2.82 -5.91 0
0 0.89 2.82 -5.91 0

Calculo de momentos extremos finales

Una vez terminado el proceso iterativo, se calculan los momentos en los extremos de

cada barra con el uso de la ecuacion (M;; =M, +2M; + M';;). Recuérdese que los

i
valores a reemplazar en la anterior ecuacién, son los correspondientes a la ultima

iteracion.

ns =37.5+2(0)+0.89 =38.39 kN —m.

Ca =-375+2(0.89)+0=-3572 kN—m.

M
M
M,. =36+2(2.82)—591= 3573 kN—m.
Mcg =—36+2(=591)+2.82= —45 kN —m.,
M

. =45+ 2(0) +0=45 kN—m.
Estatica de cada barra

Una vez conocidos los momentos finales, se calcularan los cortantes de los elementos
por medio de la estatica:
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Tramo AB:

30 KN
38.39 KN-m L 35.72KN-m

‘ Vas ‘ Vea
} 5m } 5m }

>'M, =0=3839 -~ 3572 —30(5) + 10V,,

V,, = 14.73 kN.

DF, =0=V,; —30+ V,,

0=V, —30+14.73

V,, =1527 kN.
Tramo BC:
35.73 KN-m 12 KN/m 45 KN-m
GEENERTERRERE)

l Vac ‘ Ve
[ |

6m
2
ZMB=O=35.73—45—&+6VCB
2

Vgg = 37.55 kN.

ZFy =0=V,. —12(6) + Vg,

0=V, — 72 +37.55

Vg = 34.45 kN.

Tramo CD (voladizo):
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45 KN-m 15 KN

‘ Veb
‘ 3m

DY F, =V, —15=0

Vo =15 kN.

Calculo de reacciones:

Conocidos los cortantes, se plantea equilibrio en cada nodo de la estructura para

conocer el valor de las reacciones:

Equilibrio en Nodo A:

zMnodoA: MA_ MAB =0
MA = MAB

M, =38.39 kN.

T

D F, =Ry=V, =0

R, =V,, = 1527 kN.

Equilibrio en Nodo B:

ZMnodoB = MBA_ MBC =0

3572 -35.73=-0.01=0
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ZFy =0= Ry = Vg — Vg
RB =VBA + VBC

Ry =14.73 + 34.45 = 49.18 KkN.

Equilibrio en Nodo C:

ZMnodoc = MCB - MCD =0
45 -45=0

ZFV =0= RC _VCB _VCD

Rc =VCB + VCD

R. =37.55+15=52.55 kN.

Ra= 15.27Kn 30 KN 14.73 Kn  34.45Kn 37.55Kn 15 Kn 15 KN

v ¢38 39 KN L 35 72Kn—n$ ¢35.73Kn-m 45 Kn-m ¢ " l
el : TERNREEE! o
%) C P C D 2 C@‘Q C

Ra=15.27Kn 15.27Kn 14.73Kn Rs=49.18 Kn 34.45Kn 37.55Kn Re=52.55 Kn 15Kn

Equilibrio externo de la estructura:

Para comprobar que los valores obtenidos son correctos, se plantea el equilibrio

general para toda la estructura:
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30 KN

38.39 KN-m 12 KN/m 15 KN
‘ NENEREEERNE
15.27
49.18 KN 52.55 KN
| 5m | 5m | 6m | 3m |
® © ©

>M, = 3839 —30-(5) + 10-(49.18) — (12 - 6)-(13) + 52.55-(16) — 15-(19)= 0

> M, =-001 =0

> F, =15.27 ~30 + 49.18 — 126 +52.55 — 15 =0

Y F, =0

Luego el sistema se encuentra en equilibrio.

34.45 KN

15.27 KN 15 KN

-14.73 KN

DIAGRAMA DE CORTANTE
-37.55 KN
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Ejemplo 4.2

Determine los momentos extremos en cada una de las barras del siguiente pértico

haciendo uso del método de Kani:

Vigas: 0.3x0.5m

Columnas: 0.3x0.3m ¢ ¢ ¢ ¢

E= 19*10° KN/m?

“El procedimiento para el desarrollo de porticos sin desplazamiento relativos entre

extremos mediante el método de Kani es exactamente el mismo usado en las vigas”.

= Inercias de los elementos:

Vigas:

®

BRAS

DIAGRAMA DE MOMENTO

P4




1 1
| =—bh’=—(0.3)(0.5)' =3.13x10" m*
5 15 (0:3)(0.5)

El e = (19X10°)(3.13x107) = 59470 KN —m?

Columnas:
1 1

| =—bh*=—(0.3)(0.3)’ =6.75x10* m*
5 12( )(0.3)

o = (19X10°)(6.75x107*) = 12825 KN —m’

" Calculo de rigidez de las barras:

LZEICO, Jzz(lzgzs) 3086

3.50
=0 (Voladizo)
Koe = V"’J 2(59470) = 23788
KCE: leo. |_2(12825) 306
3.50
Kep = V'QJ 2(59470) =19823.3
. Factores de distribucion:
Nodo A:

1 KAB
_— =05
Hne 2(KAB+OJ
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Nodo B:

__1 Kar __l( 0
Hor =75 Kor +K,op+Kge 20 0+7328.6+23788
K
gy === -2 =—l( 7328.6 jz ~0.12
2| K+ Kyp+ Ky 2\31116.6
1 Ksc 1( 23788
Hgc =—7 === =-0.38
2| K g+ Kup +Kge 2\31116.6
Nodo C:
1 Kee __l( 23788
Hes = o K, Ko + Koy 2\ 23788+ 7328.6+19823.3
K
fee =3 = ——l( 73280 j=—0.07
2| Keg+Kee+Kep 2150939.9
K
oo =" = =—l(19823'3j=—0.zo
2| Keg+Kee+Kep 2150939.9
Nodo D:
Upe =0 (Empotramiento)
Nodo E:
Hece=0 (Empotramiento)
o Momentos de empotramiento:

F -
M g: voladizo = -

F
MBC

F
__MCB

w L’

_26(2)°

12

WL 26(5)
2

-0

=-52 kN —m.

=54.17 KN —m.
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=71.11 KN —m.

_ Pab’ _ 80 (2)(4)
- L2 - 2
_Pa’b_ 80(2)°(4) _

Moe === o =—35.55 kN—m.

. Calculode )’ M/, en cada nodo:

Nodo B:
> ME =M+ Mf =-52+5417=2.17 kN—m

Nodo C:
> ME=ME+ME,=-5417+71.11=16.94kN —m

Nodo D:
> M) =Mfi.=-3555KN —m.

J Proceso lterativo

El orden de iteracion escogido es:

Nodo C — Nodo A — Nodo B — Nodo D — Nodo E
- Primera iteracion:

Nodo C:
M., =-0.23(16.94) = -3.90

Ml =-0.07(16.94)=-1.19

M =—0.20(16.94) = —3.39
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Nodo A:
M., =-05(0)=0

Nodo B:
M., =0.0(2.17-3.940)=0

M7, =-0.12(-1.73)=0.21

MY, =—0.38(-1.73)=0.66

Nodo D:
M..=0(-35.55-3.39)=0

Nodo E:
ML.=0(0-1.19)=0

- Segunda iteracion:

M., =—0.23(16.94+0.66) = —4.05
M. . =—0.07(17.6) =—1.23

M., =-0.20(17.6) =-3.52

M/, =-0.5(0+0.21)=—0.11
M, =0(2.17-4.05-0.11)=0
M%, =-0.12(~1.99)=0.24

M, . =—0.38(~1.99)=0.76

M. =0(-35.55-3.52)=0

M., =0(0-123)=0
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- Tercera iteracion:

M', p =—0.23(16.94+0.76) = —4.07
M'. . =-0.07(17.7) = —1.24

M', p =—0.20(17.7) = 3.54

M, 5 =-0.5(0+0.24)=—-0.12
M, =0(2.17-4.07-0.12) =0
M’y , =—0.12(—2.02) = 0.24

M’y . =—0.38(-2.02)=0.77
M'pe=0(-3555-3.54)=0

M’ =0(0-1.24)=0

Comparando los valores obtenidos en la ultima y penultima iteracion, se puede ver que
varian muy poco, asi que aca se detendra el proceso iterativo.
A continuacion se presenta el diagrama de calculo de la estructura con los valores de

las iteraciones.
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-52 o | 54.17 5417 | Q71.11 -35.55
22173 Slte.04 /8 221 3]-35.55
012 | 086 -390 " g7 | |-3.39
0.76 -4.05 119 -3.52
0.76 -4.07 119 354
0.21 123
0.24 124
0.24 :
-0.12
-0.11
0.0 0.0
0.5 0.0
o
008
® ®
. Calculo de momentos extremos finales

Recuérdese que para el calculo de los momentos extremo se usan los ultimos valores

obtenidos en el proceso iterativo.

M, =0+2(-0.12)+024=0 kN —m.

Mg, =0+2(0.24)-0.12=0.36 kN —m.

Myp = —52+2(0)=—52 kN —m.

Mg =54.17+2(0.76)—4.07 =51.62 kKN —m.

Mc g =—54.17 +2(- 4.07)=0.76 =— 61.55 kN — m.
Mco=0+2(—1.24)+0=-2.48 kN —m.

Moo =0+2(0)—1.24 =—1.24 kN —m.

Mo = 71.11+2(=3.54)+ 0 =— 64.03 kN — m.

Mo =—35.55+2(0)—3.54 =—39.09 kN —m.
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80KN/m
26KN/m 55 KN-m  51.63 KN-m 26 KN/m -61.55 KN-m  64.03 KN-m i 39.09 KN-m

CE11) ) (LLrriitdy )

—~

0.37 KN-m 2.48 KN-m

-1.24 KN-m

Y

Importante:

Con el método de Kani también se puede hacer uso de la simplificaciones por apoyo

articulado y por simetria mencionadas en el capitulo 4 (Método de Cross).

4.3 PORTICOS DE VARIOS PISOS CON DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES
EN LOS NODOS: CARGAS HORIZONTALES APLICADAS UNICAMENTE EN LOS
NODOS.

4.3.1 Ecuacién para el calculo de los momentos flectores en los extremo de una

barra i-j con desplazamiento entre nodos.

Si ademas de tener en cuenta el efecto de las cargas externas actuantes sobre una
barra i-j y la rotacion de sus Nodos (tal como se hizo en la seccion anterior), se
considera el desplazamiento relativo entre sus nodos, las ecuaciones para el calculo de

los momentos extremos finales de una barra i-j seran:

Mi—j :Milij+2'Mi'_j+M}_i+Mi”_j Ecuacion 4.23

M =M jF_i +M{;+2-M; + M7, Ecuacion 4.24
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En las cuales aparecen dos nuevos términos:

"
M i—j : Momento en el Nodo i debido al desplazamiento relativo A

14
M j—i - Momento en el Nodo j debido al desplazamiento relativo A

4.3.2 Distribucion de momentos en los Nodos debido a los efectos de rotacion y

desplazamiento relativo entre nodos:
o Momentos debidos a la rotacion:

Planteando el equilibrio en del Nodo i de la figura se obtiene la siguiente expresion:

Figura 49: DCL de la Estructura

0=> M +2:> M/ +> M/ +> M/, Ecuacion 4.25
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Despejando el término » M/, :

ZMiﬁj :_%(ZMiFj +ZM ;4 +ZM£J- ) Ecuacién 4.26

Recordando la relacion M i',j = Ki,j -0, y que la rotacién de todas las barras que llegan

al Nodo i es la misma (6,) por ser este un nodo rigido, se tiene:

K. .
Mi’_j —{%ﬁj[ZMFJ +ZM;_i +ZMi”_j] Ecuacion 4.27

Como se puede observar, el factor de distribucidon de momentos es exactamente igual

al calculado para estructuras sin desplazamiento.

1 Ky
Hij = (——' : ] Ecuacion 4.28

Donde:

K;_; =Rigidez rotacional de la barra i que llega al nodo i.

Z Ki_; =Suma de todas las rigideces de las barras i-j que llegan al Nodo i.

Luego:

Mi,,j = Hij [ZMEJ +ZM }—i +ZMi”—j ] Ecuacion 4.29
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Esta ecuacion permite calcular el valor del momento M/ ; en cada una de las barras de
un nudo considerando los efectos de los momentos de empotramiento (ZMEJ. ), los

momentos de los extremos opuestos de las barras que llegan al Nodo (ZM i)y el

momento generado por el desplazamiento horizontal de los extremos de las columnas

del piso () M/ ).

Como se sabe, los términos 4 ; y ZMEJ. son conocidos. El termino ZM}fi se

calcula de la misma forma como se menciond en la seccidn de estructuras sin

desplazamientos, pero el termino Z M/, es desconocido.

En la siguiente seccion se muestra el proceso para calcular este término.
o Momento generado por el desplazamiento horizontal del piso

Supdngase un pértico como el que se muestra a continuacion:

Figura 50: Pértico con carga Horizontal

H Paddb g

H, T
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Si se hace un corte horizontal de todas las columnas de un piso cualquiera, aparecen
fuerzas cortantes y flexionantes en cada uno de los elementos verticales del piso, tales

que equilibren el portico.

Figura 51: Pértico con fuerzas Cortantes

H NENENERREN

H, VT

TITT77 777777 TIT777777777; TTIIIITIII
+

Del anterior grafico se obtiene la siguiente ecuacion de equilibrio de fuerzas en X para

cualquier piso:

Z H; = ZVi_,-

Donde:
Z H; = Sumatoria de las fuerzas horizontales aplicadas en los Nodos del portico  por
encima del piso analizado.

ZVH = Fuerzas cortantes en las columnas del piso analizado.

Separando las columnas de un piso cualquiera del poértico se observa que la fuerza
cortante en cada columna es igual a la sumatoria de los momentos extremos de la

columna dividido entre la altura de la misma como se demuestra a continuacion:
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Figura 52: Diagrama de Cuerpo Libre de una Columna
Mi
L e iy

- - Vji

N Mi

Haciendo sumatoria de momentos con respecto a un extremo para cualquier columna

se obtiene:
ZM]_ =0=M_; +M;; —h (V) Ecuacion 4.30

Despejando V, ;:

vV _:(M'—j+Mj—i)

i—j hK

Con lo cual queda demostrado.

Reemplazando la anterior expresion en la ecuacion (1) se obtiene:

M. . +M. .
ZHi = Zvi—j :Z{( I_Jh+ = )} Ecuacién 4.31
K
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Ahora, considerando que todas las columnas del piso tienen la misma altura hr, se

tiene:

(ZHi)'hr :Z(Mi—j +Mj—i) Ecuacion 4.32

Reemplazando, (en el término de la derecha), las ecuaciones de momentos finales en

los extremos de las columnas, se obtiene:

S H )b =X |MF, +2-M +M M7 )+ (ME M +2-M M7 )|

Ecuacion 4.33

Reagrupando términos semejantes se obtiene:
(Z Hi)' h, = Z[(M i'ij +M iji)+3‘(M i'—j +M E—i)—i_ (M i"—j +M },—i )]

Teniendo en cuenta que el momento M/

i Y Mj; son iguales para las barras

prismaticas la ecuacion anterior queda convertida en:

(ZHi)'hr :Zl(MiF—j +Mj!:fi)+3'(Mi'—j +M}7i)+2'Mi”,jJ
(X H)h, :Z(M M f_i)+Z3-(M LM ) > 2-M/; Ecuacién 4.34

Despejando el término M/ ;:
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sy, -3 ZMEME) BRI )

2 3

Ecuacion 4.35

Este analisis se ha hecho solo para cargas horizontales actuando a nivel de la placa,
por lo tanto no hay momentos fijos en los extremos de las columnas. Asi pues, la

expresion del primer paréntesis se hace igual a cero.

Bajo esta consideracion, la ecuacién anterior se reduce a:

> M/ ( H3 ) +Y (M, +M},)|  Ecuacién 4.36

Como se vio en capitulos anteriores, el valor del momento que se genera en los
extremos empotrados de una barra prismatica al sufrir un desplazamiento relativo entre

nodos se calcula mediante la expresion:

M/ =—5—A Ecuaci6n 4.37
I L2

: - . . , _ 2El
Aplicando el concepto de rigidez rotacional para el método de Kani (K_; = i —)enla
anterior expresion, se tiene que:
M/, = [3%} K. L =h, (Altura de las columnas). Ecuacion 4.38

Sustituyendo este término en la ecuacién 4.36, se obtiene:

ZK-?’AJ' Ki_J} - %{M+Z(M ' +M',)| Ecuacién 4.39

h

r
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Considerando que todas las columnas del piso tienen las mismas condiciones de
apoyo, la misma altura y despreciando las deformaciones axiales de las columnas se
puede decir que el desplazamiento relativo que sufre cada una de las columnas de un

piso es el mismo.

Bajo estas condiciones se tiene que:

(3 .héj.z(Kij )= E{M+Z(M LMY )} Ecuacion 4.40

[3-Aj:—§- 1 {—(ZH‘)'h' £ (M M .)} Ecuacion 4.41

: , e e A
Si se reemplaza la anterior expresion en la ecuacion M/ ; :(3-h—]- Ki_;, se encuentra
r

que:

3 Ky (ZHi)'hr ' ' i
> Sk J.{_#juzw LMY )} Ecuacién 4.42

Siendo esta la ecuacién basica para el calculo de los momentos, (debido al
desplazamiento relativo entre pisos), en los extremos de cada una de las columnas de
un piso

Definiendo:

M :_( Hi)'hr

b 3 Ecuacion 4.45
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Ecuacion 4.46

Se obtiene:

Mi”—j =) [ Mp +Z(Mi’—j +M;—i )} Ecuacion 4.47

Col

Donde

M p = Momento de piso para el método de Kani.

@,_; = Factor de desplazamiento para cada una de las columnas de un piso.

Z (Mi’_j +M i )= Sumatoria de los momentos extremos debidos a la rotacién de los

Col

nodos de cada una de las columnas del piso analizado.

En el caso en que no hay cargas horizontales aplicadas en los Nodos del pértico, el

término M p se hace cero (0) y la ecuacion 4.47 queda convertida en:

M= [ Z(Mi,—j +Mi ) ] Ecuacién 4.48

Resumiendo las dos ecuaciones basicas para solucionar pérticos con desplazamientos

horizontales mediante el método de Kani:

192



M =ui '[ZMEJ- +Y M +M/ ] Ecuacion 4.49

Mij=a;| M, +Z(Mi’—j +Mi ) Ecuacion 4.50

Col

Importante:

Si la estructura tiene apoyos articulados en la base o es una combinaciéon de apoyos
articulados y empotrados, las ecuaciones anteriores no son aplicables para las
columnas del primer piso ya que éstas fueron deducidas considerando que todos los
apoyos eran empotrados.

Las formulas para resolver este tipo de estructuras puede ser estudiada o revisada en

los libros citados como referencias bibliografias al final del presente capitulo.

4.3.3 Procedimiento de analisis para porticos con desplazamiento horizontal por

el método de Kani

A continuacién se describe el procedimiento para desarrollar estructuras con

desplazamientos horizontales por medio del método de Kani,

a. Calcular la rigidez Kij de cada barra de la estructura.

b. Calcular el factor de distribucion Hij para cada una de las barras que concurren a un
Nodo.
c. Calcular el factor de distribucion por desplazamiento @;_; para las columnas de

cada piso.
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d.

Asumir que todos los Nodos de la estructura son empotrados y se calcular los
momentos de empotramiento en los extremos de cada una de las barras.

Sumar en cada Nodo los momentos de empotramiento (teniendo en cuenta los

signos) para calcular el término z Mij .

Calcular del valor del momento de piso M p para cada uno de los niveles de la

estructura si existen fuerzas horizontales en la estructura.
Antes de empezar a realizar el proceso iterativo en la estructura es importante
escoger el orden de recorrido de los Nodos. Este orden se sigue en todos los ciclos

del proceso de iteracion. Para acelerar la convergencia del método se recomienda

empezar por el Nodo en el cual el término z M

; es mayor.

Calcular los momentos M/ .

; para cada uno de los elementos que llegan a cada

Nodo usando la ecuaciéon: M| ; = z;_; [ZM | +ZM it M ]
Los resultados obtenidos se escriben en el diagrama de la estructura. En el primer

ciclo de este paso, el término M| ; es cero para el primer Nodo y los M/ ; son

—i
iguales a 0 para todos los elementos.
Recorrido todos los Nodos de la estructura se procede a calcular los momentos de

desplazamiento M/ ;

de todas las columnas usando las ecuaciones 4.47 y 4.48,
segun el caso. Esto se hace piso por piso. Al finalizar este proceso se ha cerrado el
primer ciclo de iteracion.

Repetir los pasos h y i teniendo en cuenta el orden de recorrido de los Nodos hasta
cuando los valores calculados tanto para los momentos de giro como para los de
desplazamiento sean aproximadamente iguales a los del ciclo anterior.

Terminado el proceso iterativo se calcula el valor de los momentos reales en los

extremos de cada una de las barras aplicando las siguientes ecuaciones:
_ F ’ ' "

Es de gran importancia tener en cuenta los signos de cada uno de los momentos.
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I. Conocidos los momentos resultantes en los extremos de cada elemento, se

calculan los cortantes y las fuerzas axiales, (en caso de existir), para cada uno de

los elementos mediante las ecuaciones basicas de equilibrio (ZMi =0,>F,=0).

m. Calcular las reacciones en los Nodos revisar el equilibrio externo.

Ejemplo 4.3

Calcular los momentos en los extremos de cada uno de los elementos que conforman el
portico.

10KN/m
‘ R N T O B O
21
® K=0.57
I 21 3m
K=0.67 K=1.33
15KN
20KN/m
11 1 L
I I
<, 5m— K=0.67 © K=0.5
21
21 I K=1.6 2,5m
K=1.6 K=08
® © H
NAOSSNNNNN\N AOSSANNNNNN
| 3m | 4m |

a. Calculo de la rigidez de cada barra (K, ):
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_2E(21) _4

K,.=""1"2_"FEl =057-El
A® 7 7
2E1 2
K,.=2—=ZEl =0.67-El
AC 3 3
KBE=2E(2I)=EEI =1.33-El
3 3
KCF=2E(2')=§E| =1.6-El
2.5 5
2ElI 4
K..=2—""-"El=08-El
PG 25 5
KEH=2E(2')=§E| ~1.6-El
25 5
2E1 2
K. =" =ZEl =0.67-El
CcCD 3 3
KDE=£=1E| =0.50-El
4 2

b. Factor de distribucion por giro ( £ j ):

Nodo A:

—El

iEI +2EI
7 3

—_
3

— =-023

—

fpo =—=| 2— |=-027

Nodo B:
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Nodo C:

2
1 gEI

T =-0.11
2| 2e1+ 2014 SR
33

| §E|
- |=-0.11
2| Mg
15

S| ag—|=028

Nodo D:

zE|

. __l ; =-0.17
DC — _ '
2 gEl-i-ﬂE|.|.lE|

3 5 )

/LlDG = ——
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L
o=~ 2 |=—013
DE :
2| D
30
Nodo E:
| L
—— 2 =-0.08
ED .
21 g 4g . 3
27 3 s
4|
feo = 3 |=-0.19
EB .
2| 103,
30
| iEI
fey = —— =-0.23
2| 103,
30
Nodos F, G, H:

Hop=HMHuye=Hye=0 (Condicién de empotramiento)
c. Factor de distribucion por desplazamiento de piso (@, ;):

Piso 2:

; 2|
@W,e=-2|=—3—|=-05

20 2 g
303
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3 3El
a)BE=—5 S—|=-10
~El
3
Piso 1:
3 §EI
[ JE— =-0.6
218 4E1 . 8k
5 5 5
3 :EI
@ .=—=-|2—|=-03
°¢ 2] 4EI
3 §E|
.. =—=|2—|=-
EH 2| 4EI

d. Momentos de empotramiento:

2
10T 40.83 KN=m

M,':B Z_MgA_
M, =M =23 563 KN—m
2
ME = -MF, =224 _2667KN -m

e. Célculode . M/, en cada nodo:

Nodo A:
D> M =Mg,;= 4083 KN-m.

Nodo B:
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> M{ =Mg,=-40.83 KN —m.

Nodo C:
> ME=M{,=5.63 KN—m.

Nodo D:
> MG =MJ. + M{. =-5.63+26.67=21.04 kN—m

Nodo E:
> MG =M{,=-26.67KN—m.

f. Momentos de entrepiso (IVI p )

En este ejemplo, los momentos de entrepiso son iguales a cero debido a que no hay

cargas horizontales aplicadas sobre el portico.
g. Esquema de calculos para el proceso iterativo:

Los valores obtenidos se colocan en el esquema de calculo como se muestra a

continuacion:
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[s¢] wn
40.83 | 540.83
-0.27 -0.35
Mp2 = 0 Wac= -0.5 wee =--1.0
-0.11 -0.19
-~ N~ ™ [~°]
-0.28 -0.20 -0.23
Mp1=0 wer=-0.6 Woe= -0.3 wew =-0.6
0.0 0.0 0.0

h. Proceso lterativo:
El proceso iterativo para el pértico se realiza empleando primero las ecuaciones de giro
y luego las de desplazamiento de piso. El orden ha seguir en el proceso iterativo por
giroes: A— C—-B - E — Dy para las iteraciones por desplazamiento son Piso 2 — Piso1.
o Primer Ciclo:

- lteracion de giro:

La iteracion por giro se realiza usando la siguiente ecuacion:
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M{ ;=4 '[ZME] +ZM;—i+Miﬂ—j ]

Es importante recordar que para la primera iteracion por giro, el ultimo termino de la

ecuacion es cero (0).
A continuacion se muestra la primera iteracion:

M/, =—0.23(40.83)=—9.39

M. =—0.27(40.83)=—-11.03

MZ, =—0.11(5.63-11.03) =0.59
MZ, =—0.11(~5.4)=0.59

M., =-028(-5.4)=1.51

M, =—0.15(—40.83-9.39) =7.53
M}, =—0.35(~50.22)=17.58

ML, =—0.19(-26.67+17.58)=1.73
ML, =-0.08(~9.09)=0.73

M., =-0.23(=9.09)=2.09

M{ . =—-0.13(21.04+0.59+0.73) = -2.91
ML =—0.20(22.36) = —4.47

ML =—0.17(22.36) =—3.80

- Iteracion por desplazamiento de piso:

La iteracion por desplazamiento de piso se realiza usando la siguiente ecuacion:
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Recuerde que el termino Mp es cero para este ejercicio.
Piso 2:

M,.=-0.5(-11.03+0.59+17.58+1.73) =-4.44

M{. =—1.0(8.87)=—8.87

Piso 1:
M é’F =-0.6(1.51-4.47+2.09) =0.52

M{ o =—0.3(=0.87) = 0.26

MZ, =-0.6(-0.87)=0.52

Observacion:

Los valores calculados de M/’ ; por el desplazamiento del piso se anotan a la derecha

y en la mitad de cada una de las columnas del portico en el esquema de calculos.
. Segundo Ciclo:
- Iteracion de giro:

M/, =—0.23(40.83+7.53+0.59—4.44) = —10.24
M’ . =-0.27(44.51)=—12.02

M., =—0.11(5.63-12.02—3.80—4.44+0.52) =1.57
M., =—0.11(~14.29) =157

M., =—0.28(14.29) = 4.00
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M{, =—0.15(—40.83-10.24+1.73-8.87) =8.73

M/, =—0.35(—58.21) = 20.37

M., =—0.19(-26.67+20.37-2.91-8.87+0.52) = 3.34
ML, =-0.08(—17.56)=1.41

ML, =-0.23(-17.56) = 4.04

M. =—0.13(21.04+1.41+1.57+0.26) =—3.16

M{ s =—0.20(24.28) = —4.86

M. =-0.17(24.28)=-4.13

- Iteracion por desplazamiento de piso:

Piso 2:
M ZC =-0.5(—-12.02+1.57+20.37+3.34) =-6.63

M{ . =—1.0(13.26) = —13.26

Piso 1:
M{. =—0.6(4.0—-4.86+4.04)=—1.91

M? . =-0.3(3.18) =—0.95

MZ, =—0.6(3.18)=—1.91

° Tercer Ciclo:

- Iteracion de giro:

Mg =—0.23(40.83+8.73+1.57—6.63) = —10.24
M. =—0.27(44.5)=-12.02

M., =-0.11(5.63-12.02-4.13-6.63+1.91)=2.12
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M., =—0.11(—19.24)=2.12

M., =—0.28(—19.24)=5.39

MZ, =—0.15(—40.83-10.24+3.34-13.26) =9.15

M/, =-0.35(—60.99) =21.35

ML, =—0.19(=26.67+21.35-3.16—13.26+1.91) = 4.49
M., =—0.08(—23.65)=1.89

M., =—-0.23(—23.65)=5.44

M. =-0.13(21.04+1.89+2.12+0.95) = -3.13

M{ s =—0.20(24.1) = —4.82

M. =-0.17(24.1)=—4.10

- Iteracion por desplazamiento de piso:

Piso 2:
M7, =-0.5(-12.02+2.12+21.35+4.49) =-7.97

M. =—1.0(15.94)=—-15.94

Piso 1:
Mé’F =-0.6(5.39-4.82+5.44)=-3.16

MZ . =-0.3(6.01)=—1.80

MZ, =-0.6(6.01)=-3.61

° Cuarto Ciclo:

- lteracion de giro:

M,z =-0.23(40.83+9.15+2.12-7.97)=-10.15
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M. =—0.27(44.13)=—-11.92

ML, =—0.11(5.63-11.92-4.10—-7.97+3.16) = 2.42
ML, =—-0.11(-21.97)=2.42

M., =-0.28(-21.97)=6.15

M}, =—0.15(~40.83-10.15+4.49-15.94)=9.36
Mf. =—0.35(—62.43)=21.85

ML, =—0.19(-26.67+21.85-3.13-15.94+3.61)=5.23
M., =—-0.08(-27.5)=2.2

M., =-0.23(—27.5)=633

M. =-0.13(21.04+2.20+2.42+1.80)=—-3.10
M. =—-0.20(23.86) = —4.77

M. =—0.17(23.86) = —4.06

- lteracion por desplazamiento de piso:

Piso 2:
M,’;C =-0.5(-11.92+2.42+21.85+5.23)=-8.79

M., =-1.0(17.58)=—17.58
Piso 1:
Mé’F =-0.6(6.15-4.77+6.33) =—4.63

M? . =—0.3(7.71) = -2.31

MZ,, =—0.6(7.71) = —4.63

) Quinto Ciclo:
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- Iteracion de giro:

M/ =—0.23(40.83+9.36+2.42-8.79) = —10.08
M. =-027(43.82)=-11.83

MZ, =—0.11(5.63—11.82—4.06—8.79 - 4.63) = 2.60
M., =—0.11(—23.67)=2.60

M., =—0.28(—23.67)=6.63

M, =—0.15(—40.83-10.08+5.23—-17.58) = 9.49
M. =—0.35(—63.26) = 22.14

ML, =—0.19(~26.67+22.14-3.10-17.58 +4.63) = 5.67
M., =—0.08(—29.84)=2.39

M., =—-0.23(—21.84)=6.86

M? . =-0.13(21.04+2.39+2.60—2.31) = —4.03

M? o =—0.20(23.72) = —4.74

Mb . =—0.17(23.72) = -3.08

- Iteracion por desplazamiento de piso:

Piso 2:
M ,';C =-0.5(-11.92+2.60+22.14+5.67)=-9.29

MZ. =-1.0(18.59)=—18.59

Piso 1:
M{. =-0.6(6.63—4.74+6.86) = —5.25

M? o =—0.3(8.75) =—2.63

M?Z, =-0.6(8.75) =525
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El proceso iterativo se continda realizando de la misma manera hasta una séptima
iteracion, en la cual los valores empiezan a converger. Recuerde que el proceso
iterativo se puede repetir cuantas veces se requiera segun el grado se aproximacion

deseado.

A continuacion se presenta el esquema de calculo con los resultados obtenidos en las

anteriores iteraciones.
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®

™ 40.83 -40.83 | ©
(qV] -
40.83 S 9.39 753 |5 40.83
-0.27 -10.24 8.73 -0.35
10.24 9.15
1202 1008 949 20.37
12.02 49 38
-11.92 21.86
-11.82 22.14
444 - 1.0 | -8.87,-13.26,
-0.5, _;‘;3;‘; _2;93; -15.94, -17.58,
9.29 -18.59
2.60 5.67
2.42 5.23
2.12 4.49
157 3.34
(©)| 059 D) 173 |(E)
-0.11 -0.19
~15.63 -5.63 |&= | 26.67 -26.67 |
563 51059 380 | 521:04/5 5 Oy Sr26.67
-0.28 1.57 -4.13 -0.20 -3.16 1.41 -0.23
2.12 -4.10 -3.13 1.89 2.09
151 242 406 447 -3.10 220 04
4.00 260 4.03 'i-gg -3.08 289 e as
039
6.63 474 6.86
-0.6| 0.52,-1.91, -0.3| 0.26,-0.95 -0.6| 0.52,-1.91,
-3.61, -4.63, -1.80, -2.31 -gg; -4.63,
-5.25 -2.63 -5.
0.0 0.0 0.0

j. Calculo de momentos extremos finales
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Los momentos finales en los extremos de los elementos del portico se calculan usando
los ultimos valores obtenidos en el proceso iterativo. En este caso seran los valores de

la octava iteracion.

Las ecuaciones para el calculo de los momentos seran:

F
M =M ;+2-M;+M [, + M,
F ' i "
Recuerde que los entrepisos del portico se desplazan horizontalmente, por lo tanto las

vigas no sufren desplazamientos relativos entre los nodos, asi el ultimo término en las

ecuaciones anteriores es cero para las vigas del portico.

M, =40.83+2-(-10.01) + 9.61+0 = 30.42 KN —m.

Mg, =—-40.83 -10.01+2-(9.61) + 0=-31.62 KN —m.

M,.=0+2-(-11.75) +2.79 - 9.79 =-30.50 KN —m.

Mc,=0-11.75+ 2-(2.79) - 9.79 = — 15.96 kN —m.

Mge=0+2(2243)+6.10-19.58 =31.38 KN —m.

Mg =0+2243+2-(6.10)-19.58 =15.05 kN —m.

Mc o= 5.63+2:(2.79)—4.01+0=7.20 kN —m.

Mpe=—563+279+2-(-4.01)+0 =—10.86 kN —m.

Mg =26.67 +2-(=3.07) +2.57 + 0=23.10 kN —m.

Mg, =-26.67-3.07+2-(2.57)+ 0=—-24.60 KN —m.
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Mc, =0+2(7.10) +0 —5.86 =8.34 kN —m.

M..= 0+2(0)+7.10 —5.86 =1.24 kN —m.

Mpe=0+2-(—-4.72)+0-293=-1237 kN—m.

Mgp=0+2-(0)—4.72-2.93=-7.65 kN —m.,

Mc, =0+2-(7.39)+0-586=2892 kN—m.

M,.=0+2-(0)+7.39 —5.86=1.53 kN —m.

Planteando el equilibrio de momentos en los nodos de la estructura se encuentran
algunos errores de cierre, los cuales son aceptables. Para obtener una mayor exactitud
en los resultados se continla el proceso de iteracidbn hasta alcanzar la exactitud

deseada.

M, =M,;+M,.=3042-30.50=-0.08 kN—m.

DMy =My, +My=-024kN-m.

DM =M, +Mcp+Mc=—-042kN—m,

dDMy=My+My+Myo=-0.13

dDM=Mg;+M o+ M, =-0.63

k. Estatica de los elementos:
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Los valores de las fuerzas cortantes y axiales en cada uno de los elementos se

calcularan haciendo uso de la estatica como se ha hecho en ejemplos anteriores.
Ejemplo 4.4

Calcular el valor de los momentos flectores para el siguiente portico.
Supuesto: se trata de una construccién en concreto reforzado con un f'c= 21.1 MPa.

Calcular las derivas de los pisos.

FI=10KD » )y oy 41y
A B T
|
|

FI=SK ) bt 1

C D E

il

NSNS\ AAOSSS\WN OSSN
F G H
| 4m | 3m |
) Dimensiones de elementos (bxh)

Vigas: 0.4 x 0.4 m.
Columnas 2 piso: 0.35 x 0.35 m.
Columnas 1 piso: 0.40x 0.40 m

a. Calculo de inercias:

Vigas:
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1 1
| =—-b-h*=— (0.4)(0.4)’ =2.13x107° m*
B 12( )(0.4)

Columnas 2 Piso:

1
5(0.35)4 =1.25x10"* m*

Columnas 1 Piso:

i(0.4)4 =2.13x10"° m*
12

b. Médulo de elasticidad del concreto:
Segun la Norma NSR-98 (articulo C.8.5.4.1), el modulo de elasticidad del concreto

puede ser calculado mediante la siguiente ecuacion (C.8-2d*):
Ec =3900-/ f'c en MPa

Donde:

Ec = modulo de elasticidad del concreto, expresado en MPa.
f'c = Raiz cuadrada de la resistencia nominal del concreto a la compresion,

expresada en MPa

f 'c = resistencia nominal del concreto a la compresion, expresada en MPa.

En este ejercicio f'c=21.1 MPa

Ec = 3900-/ 21.1 = 17914.55 MPa = 17.91x10° KPa

c. Calculo de la rigidez de cada barra (K ;;):
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6 -3
K= K. = 2-(17.91x10°)-(2.13x107°) _ 0o
4

~2:(17.91x10°)-(2.13x107°)
- 3

=25433.2

2-(17.91x10°)-(1.25x10™%)
2.5

=17910

BD

2:(17.91x10 ©)-(2.13x107%)

Ker = Koo = Ky o =30518.64
d. Factor de distribucion por giro ( 4 j ):
Nodo A:
K
/uAB:_l AB :_l 19074.15 —_026
2| Ko + Kye 2119074.15 + 17910
_1( 17910 j_ o004
Hae =751 36984.15
Nodo B:

21 19074.15 + 17910

o =Y 2210 )y

! :_l( 19074.15 j: 026

2136984.15

Nodo C:

1 17910
fop=—— = -0.13
2(19074.15 + 17910 + 30518.64

1(19074.15
PR 014
Heo 2(67502.79}
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1(30518.64
__1[20018.093 53
Her 2(67502.79)

Nodo D:
1 17910
fpg =—— =-0.10
2(19074.15 + 17910 + 30518.64 + 25433.2
oo = L(19074153 1
2192935.99
fo = L(3051864) o
2192935.99
. :_l 25433.2 _0.14
2192935.99
Nodo E:

1 25433.2
fop =—— =-023
21 25433.2 + 30518.64

1(30518.64
= —| =2 =027
Hen 2(55951.84}

e. Factor de distribucion por desplazamiento de piso (@, ;)

Piso 2:
K
Q)AC:_E _ Pae 31110 =-0.75
21 Kye + Kgp 2{ 17910 + 17910
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B D

Piso 1:

3[17910)_
2135820

0.75

30518.64

30518.64 + 30518.64 +30518.64

30518.64

91555.92

30518.64

91555.92

)
)

=-0.5

f. Momentos de empotramiento:

WL 15-(4)

jz

M/EB:_MBFAZ 12 12 =20 kN -m
2
MEp =- gczlo () 1333 kN-m
2 2
|VISE:_MEFD:W L +P L:10 (3) +20 (3)

g. Calculo de Z M/, en cada nodo:

Nodo A:

12

8

> M{=M;,=20 kN-—m.

Nodo B:

D> M{ =Mg,=-20 kN-m.

Nodo C:

12

8
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> ME=M{,=1333 kN—m.

Nodo D:
> M{=MJ.+ M. =-1333+15 = 21.04 kN-m

Nodo E:
> ML =M{,=-15kN-m.

h. Momentos de entrepiso (I\/I p )

_ (2Rt
3

Los momentos de entrepiso se calcularan con la expresion M

Para el piso 2:

> H =10 kN

Noeo, =25 m.

" IO2:_10-32.5:_8.33

Para el piso 1:

> H=10+5=15 kN.

N, =25 m.

Mp =—15'32'5 =-12.5 kKN —m.

1

i. Esquema de calculos para el proceso iterativo:
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Los valores obtenidos se colocan en el esquema de calculo como se muestra a

continuacion:

20

-0.26

-0.24

Mp1=-8.33 -0.75

-0.26
R
o

-0.75

o

w

w
0.14

Mp2 =-12.5 -0.5

0.0

j- Proceso lterativo:

-0.10

-0.10

1.67

-0.16

-0.14

-0.50

-0.23

-15
-0.27

0.0

-0.50

0.0

El proceso iterativo para el portico se lleva a cabo empleando las ecuaciones de giro y

luego las de desplazamiento de piso. El orden escogido para realizar las iteraciones de

giroes: A—B - E - C -D, y para las iteraciones de desplazamiento es: 2 piso — 1 piso.

. Primer Ciclo

- lteracion por giro:

M'ys =—0.26(20)=—52 kN —m.
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M, . =-024(20)=-48 kN—m.

My, =-026(-20-52)=6.55 kN —m.
M’y =-024(-252)=-6.05 kN—m.
M’., =-023(~15)=3.45 kN —m.
M., =-027(~15)=4.05

M'., =—0.13 (1333 -4.8) =—1.11

M., =-0.14 (8.53)=—1.19

M., =-023(8.53)=-1.96

Mo, =—0.10 (1.67 + 6.05 +3.45—1.19) =—1.0
M), =—0.14 (9.98) = —1.40

M, s =—0.16(9.98) = —1.60

M’,. =-0.10(9.98)=—1.0

- Iteracion desplazamiento de piso:

La iteracion por desplazamiento de piso se realiza usando la siguiente ecuacion:

MI =, { M, + > (M) + MY )}

Col

Piso 2:

M",c =-0.75(-833-48~-1.11+6.05)=6.14

M"y, =—0.75(~9.19) = 6.14

Piso 1:
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M".. =-0.5(-12.5-1.96 — 1.60 + 4.05) = 6.0
M " =—0.5(~12.01) = 6.0

M"., =—0.5(-12.01)=6.0

. Segundo Ciclo

- lteracion por giro:

M’y s =—0.26(20+6.55—1.11+ 6.89) = —8.41

M’ . =—-024(3233)=-7.76

M’y =—0.26(—20—-841-1.0+6.89) =585

M’ =—0.24 (-22.52) = 5.40

M'., =—023(=15-14+6.0)=2.39

M'.,, =-027(-10.4) =281

M’ , =—0.13(13.33-7.76 1.0 + 6.89 + 6.0) = —2.27
M., =-0.14 (17.46) = —2.15

M., =-023(17.46) = —4.02

Mo, =—0.10 (1.67 + 5.40 + 2.39 — 2.45 + 6.0 + 6.89) = —1.99
Mo, =—0.14(19.9)=—2.79

M’y =—-0.16 (19.9) = —3.19

My =—0.10(19.9) = —1.99

- lteracion por desplazamiento de piso:

Piso 2:
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M"e=M" =—0.75(-8.33 = 7.76 — 2.27 + 5.40 = 1.99) = 11.22

Piso 1:

M' e =M" o =M", = —0.5(—12.5-4.02—3.19 + 2.81) = 8.45

. Tercer Ciclo

- lteracién por giro:

M’, s =—026(20+5.85 227 +11.22) = —9.05

M’ . =—0.24(34.8)=—8.35

M’y =—0.26(=20-9.05-1.99 +11.22)=5.15

M’y =-0.24(-19.82) = 4.76

M'., =-023(=15-2.79 +8.45)=2.15

M, =-027(-9.34)=252

M’ , =—0.13(13.33 -8.35—-1.99 + 11.22 + 8.45) = —2.95
M’., =—0.14 (22.66) = —3.17

M., =-0.23(22.66)=-521

M'o, =-0.10(1.67 + 4.76 + 2.15 - 3.17 + 11.22 + 8.45) = —2.51
M’ . =-0.14 (25.08) =—3.51

M’y =—-0.16 (25.08) = —4.01

Moo =-0.10(25.08) = —2.51

- lteracion por desplazamiento de piso:
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Piso 2:

M"\c =M";; =-0.75(-8.33 -8.35-295+4.76 - 2.51) =13.03

Piso 1:

M"r=M";c =M",, = -05(-12.5-521-4.01+2.52) =9.60

Se continua el proceso iterativo hasta una séptima iteraciéon. El valor maximo de cierre

obtenido para los nodos es de 0.03 KN —m.

k. Calculo de momentos extremos finales

Los momentos en los extremos de los elementos se calculan de la misma manera como

se hizo en el ejercicio anterior.

M,p =20 +2(-9.19) + 4.67 = 6.29 kN —m.

Mg, =—20 +2(4.67) —9.19=—19.58 kN —m.

M,c =2(—8.48) —3.44 +14.11=—-6.29 kN —m.
Mo, =2(—3.44) - 848 +14.11=—-1.25 kN —m.
Mo =2(4.31)—2.87 +14.11=19.86 kN —m.

Mo, =2(~2.87) —4.31+14.11=12.68 kN —m.
Mcp =13.33+2(=3.71) - 2.87=3.04 kN —m.
My =—13.33+2(-2.87)—3.71=-22.78 kN —m.
My =15.0 +2(-4.02) +1.98=8.94 kN —m.

Mo =—15.0 + 2(1.98) — 4.02=-15.06 kN —m.

Mcp = 2(=6.09) +10.43 =—1.75 kN —m.
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M. =—6.09 +10.43 = 433 kN —m.
Mg = 2(~4.60) +10.43 =1.23 kN — m.
Mgp =—4.60 +10.43=5.83 kN —m.
M., =2(2.32) +10.43=15.07 kN — m.

M, = 2.32 +10.43=12.75 kN —m.
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Q120 20 &
20 S -5.20 6.58 S -20
-0.24 -8.41 5.85 -0.24
-4.80 -9.05 5.15 6.05
-7.76 -9.16 4.85 5.40
-8.35 -9.18 4.73 4.76
-8.46 -9.19 4.69 4.47
-8.48 -9.19 4.67 437 | 075
_2-;‘2 6.89, 11.22, 13.03, j‘_?’,f;’ 6.89, 11.22, 13.03,
-0.75 -344 4373, 13.98, 14.08, -2.87 13.73, 13.98, 14.08,
-3.42 14.11 -2.86 14.11
-3.37 -2.82
-3.25 -2.73
-2.95 -2.51
-2.27 -1.99
-1.11 -1.00
0.13 -0.10
< o < o
1333 13.33 -13.33 2 1673 15 15 SIEE
o -1.19 -1.00 e -1.40 3.45 527
: 245 -1.99 : 2.79 2.39 :
-1.96 -3.17 -2.51 -1.60 -3.51 2.15 4.05
-4.02 -3.50 -2.73 -3.19 -3.83 2.05 2.81
-5.21 -3.63 -2.82 -4.01 -3.95 2.00 2.52
-5.75 -3.69 -2.86 -4.37 -4.00 1.99 2.41
-5.97 -3.71 -2.87 -4.52 -4.02 1.98 2.35
-6.06 -4.58 2.33
-6. -4.60 2.32
609 6.0, 8.45, 9.60, 10.11 6.0, 8.45, 9.60, 10.11 6.0, 8.45, 9.60, 10.11
10.32, 10.40, 10.43 10.32, 10.40, 10.43 10.32, 10.40, 10.43
0.5 -0.50 -0.50
0.0 0.0 0.0
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A continuacion se presenta el diagrama con los momentos extremos en cada barra:

6.29 19.85
6297 ¥ ) 19.85
A 125 12.68, 4
Q 3.04 -22.78) C 8.94 -15.06 )
-1.75/\‘ N N
1.23 15.09
4.33 5.83 12.75
N N

|. Calculo de derivas en pbértico:
Segun la Norma NSR — 98 (Articulo A.6 ) La deriva de piso se puede definir como la
diferencia entre los desplazamientos horizontales de los niveles entre los cuales esta

comprendido el piso.

En el siguiente grafico se puede entender un poco mejor la anterior definicion:

Figura 53: Representacion de las Derivas
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|1p< F, 5 Ay

hp4 F, J A

h j J \ Definicién de la deriva
Aj= 8 — 084

La deriva calculada en los diferentes niveles de la edificacion no puede exceder los

limites establecidos en la tabla A.6-1 de la NSR — 98, en la cual la deriva maxima se

expresa como un porcentaje de la altura de piso hpi:

Tabla 1: Derivas Maximas
DERIVAS MAXIMAS COMO PORCENTAJE DE h;

Estructuras de: Deriva maxima
concreto reforzado, o

metalicas y de madera 1.0% (0.010 by,

de mamposteria 0.5% (0.005 h

o)

El control de derivas en una edificacibn es de gran importancia principalmente al
analizar los efectos de sismo en la estructura. Algunos razones por las que se deben

verificar las derivas son:

a. Verificar si ocurre deformacion inelastica en los elementos estructurales y no
estructurales.

b. Comprobar la estabilidad global de la estructura.

c. Verificar si se produce algun dano en los elementos estructurales que no hacen parte
del sistema de resistencia sismica y en los elementos no estructurales, tales como
muros divisorios, particiones, enchapes, acabados, instalaciones eléctricas, mecanicas,
etc.

d. Evitar generar alarma y panico entre las personas que ocupen la edificacion.
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e. Verificar si la edificacion podria llegar a golpear alguna de las edificaciones

contiguas.

Una vez mencionados algunos conceptos sobre la deriva de piso, se calculara su valor

para cada piso.
El valor de la deriva en cada piso sera el valor del desplazamiento relativo ocurrido
entre los extremos de las columnas en cada nivel. Recuérdese que el desplazamiento

relativo de las columnas del mismo piso sera el mismo.

Haciendo uso del ultimo termino de la ecuacion de momentos extremos, se tiene:

A Ecuacion 4.51

Despejando el término A:

M"--'LZ ..
A=—"1 Ecuacion 4.52
6EI

Esta sera la ecuacion para calcular el valor de la deriva de piso.

Deriva primer piso (A ,):

M "CF = M "DG - M "EH = 1042 kN —-Mm
| =2.13x107° m*
Ec= 17.91x10° KPa

A | maximo permisible = 0.01-(2.5) =2.5x 10"’ m
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2
10.43-(2.5) 0% 10t m

A= 6 3
6-(17.91x10°)-(2.13x107")

Deriva segundo piso (A ,):

M"e=M", =14.11 kN—m

1 =1.25x10"° m*

Ec = 17.91x10° KPa
A , maximo permisible = 0.01-(2.5) =2.5x 10"*m

Cumple (V)

2
A, = 14'116(2'5) —— = 6.6x107*m Cumple (V)
6-(17.91x10°)-(1.25x10°%)
-4
6.6x10
"/ // -4
' ‘ 2.9%10
c - o B
| I
NSNNNNNNNNN NNSNNNNNNNNN NSNNNNNNANN
G H

228



5 IDEALIZACION Y ANALISIS DE ESTRUCTURAS

5.1 IDEALIZACION ESTRUCTURAL

El proceso de andlisis y disefo estructural esta conformado por una serie de etapas
secuenciales que finalizan con la realizacion de unos planos constructivos. La primera
etapa de dicho proceso, y tal vez la mas importante y subjetiva, es aquella que se
conoce como idealizacion estructural, en la cual se transforma el sistema a construir en
un modelo matematicamente manejable, base y fundamento del proceso posterior de

analisis y disefo.

La idealizacidén estructural es talvez la etapa en la cual la experiencia, buen juicio e

intuicién del ingeniero juegan el papel mas importante.

Asi una buena concepcion del sistema estructural lograra resultados de disefio 6éptimos
y seguros. Por el contrario, una mala interpretacién del mismo, puede llevar a graves
errores de disefio y construccion, independientemente de que tan bien o con que grado
de precision se hagan estas ultimas etapas, lograndose por lo tanto estructuras

peligrosas.

No obstante existe la posibilidad de obtener valores de deriva y estabilidad dentro de
los rangos admisibles (segun la NSR — 98) para estructuras con serios problemas de
comportamiento. La razén de ello es la adopcion de una idealizacion equivocada no
acorde con el comportamiento real, mostrara deformaciones y esfuerzos falsos, que al

ser comparados con los valores de chequeo calculados cumpliran a cabalidad.
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Por lo que puede afirmarse que “El proceso de chequeo sera definitivamente correcto

en cuanto que la idealizacion formulada sea apropiada”.

En la actualidad es una practica generalizada el idealizar las estructuras
convencionales en forma mecanica, sin llevar a cabo ningun analisis previo de
comportamiento esperado y dando importancia mas bien a los procesos de disefio y
despiece de los elementos estructurales. Debe tenerse en cuenta, sin embargo, que la
idealizacién adoptada comienza a ser relevante cuando la estructura analizada

presenta irregularidades en su geometria o combina varios sistemas estructurales.

También hay que reconocer, que aun cuando se haga una idealizacién exacta que
modele el comportamiento real de una estructura, si esta no se construye como se
indica en los planos de disefo, la estructura podra tener un comportamiento diferente al

obtenido en el proceso de idealizacion, con ello se concluye que:

“Las estructuras se comportan como se construyen y no como se idealizan”

5.2 CARGAS, FUERZAS Y COMBINACIONES DE CARGAS ( TITULO B NSR-98)

El titulo B de la NSR 98 da los requisitos minimos que deben cumplir las edificaciones
en lo que respecta a cargas diferentes a las fuerzas o efectos que impone el sismo, las
combinaciones de carga que deben considerarse tanto en el disefio para estados
limites, como por el método de esfuerzos admisibles, los coeficientes de reduccion de la
capacidad de miembros de concreto en estructuras mixtas, y las diferentes cargas que

pueden actuar ensobre la estructura.

5.2.1 Cargas y Fuerzas
Las cargas y las fuerzas son las solicitaciones a las que se ve sometida un sistema
estructural. Estas cargas provienen del peso de todos los elementos permanentes en la

construccion, los ocupantes y sus posesiones, efectos ambientales, asentamientos
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diferenciales y cambios dimensionales que se restringen. Las cargas permanentes son
cargas que varian muy poco en el tiempo y cuyas variaciones son pequefas en

magnitud.

Algunas de las cargas y fuerzas que pueden estar presentes individualmente o

simultaneamente en una estructura son:

Cargas Muertas
Cargas Vivas
Fuerza de Sismo

Cargas debidas a empuje de tierra o presiones hidrostaticas

®© a0 T ®

fuerzas de viento.

A continuacion de da una pequena descripcion de algunas de las cargas y fuerzas:

e Cargas Muertas:

La cargas muertas consideran todas las cargas de los elementos permanentes de
construccion de la estructura, incluyendo su pero propio, los muros, pisos, cubiertas,
cielos rasos, escaleras, equipo fijo y todas aquellas cargas que no son causadas por la
ocupacion y uso de la edificacién. Para calcular las cargas muertas deben utilizarse las
masas reales de los materiales. La NSR 98 permite utilizar como guia los valores

minimos de las tablas que se encuentran en el titulo B — Seccion B.3.

e Cargas Vivas

Las cargas vivas son aquellas cargas producidas por el uso y ocupacion de la
edificacién y no debe incluir cargas ambientales tales como viento, sismo, ni la carga
muerta. En el caso de las cubiertas son causadas por los materiales, equipos y
trabajadores que se necesitan para su mantenimiento, ademas por las personas que

tengan acceso a ella.
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También se considera como carga viva la debida a la acumulacién de granizo o nieve
dado el caso, aunque no sea comun en Colombia.
Las cargas vivas que se utilicen en el disefio de la estructura deben ser las maximas
cargas que pueden esperarse en la vida util de la estructura a causa de su uso. La NSR
98 permite utilizar como guia los valores minimos de las tablas que se encuentran en el
titulo B — Seccion B.4.

e Fuerza de Sismo

Se puede definir como la solicitaciéon a la que se ve sometida una estructura durante la
ocurrencia de un sismo. Estas solicitaciones se caracterizan por ser repentinas, de corta
duracion y por tener eventualmente efectos devastadores sobre las construcciones. La
NSR 98 presenta en su capitulo A.3.4 algunos de los métodos de analisis usados para
determinar los efectos sismicos sobre una edificacién, entre ellos estan:

- Método de la fuerza horizontal equivalente

- Método del analisis Dinamico Elastico

- Método del analisis Dinamico Inelastico

e Fuerza de viento
Es la fuerza que genera el viento al golpear la estructura desde cualquier direccion. La
NSR 98 presenta en su capitulo B.6 el analisis de esta fuerza y algunos métodos para

su calculo.

5.2.2 Combinaciones de cargas

Como se sabe la estructura y sus componentes necesitan ser disenados para las
condiciones mas criticas de carga. Cabe mencionar que mas de una carga puede
actuar sobre la estructura en el mismo instante.

Estas condiciones criticas de carga, son las que se obtienen por medio de las
combinaciones de carga. La NSR — 98 Titulo B (Seccién B.2) muestra las
combinaciones basicas de carga para estructuras de concreto o mamposteria

estructural (Seccidén B.2.4), asi como las combinaciones de carga para estructuras de
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acero y estructuras mixtas (Seccion B.2.5), usando el método del estado limite de

resistencia.

A continuacion se presentan las combinaciones basicas de carga usadas en el disefo

de las estructuras de concreto o mamposteria estructural (Seccién B.2.4):

o 1.4D +1.7L

. 1.05D + 1.28L + 1.28W
J 0.9D + 1.3W

J 1.06D + 1.28L + 1.0E

. 0.9D + 1.0E

o 14D +1.7L+1.7H

. 1.05D + 1.28L + 1.05T
o 1.4D + 14T

Donde:

D = Carga Muerta de la estructura.

L = Cargas vivas actuantes en la estructura.

E = fuerzas sismicas reducidas de disefio (E = Fs / R) que se emplean para disenar los

miembros estructurales.
H = Cargas debidas al empuje lateral del suelo o a presion hidrostatica.
T = Fuerzas y efectos causados por expansion o contraccion debida a cambios de

temperatura, retraccion de fraguado, flujo plastico, cambios de humedad,

asentamientos diferenciales o combinacion de varios de estos efectos.
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W = Carga de Viento.

Los coeficientes de mayoracion que aparecen acompafando a las cargas en las
diferentes combinaciones se determinan por medio de métodos estadisticos, los cuales
tienen en cuenta la probabilidad de ocurrencia de cada una de las cargas, sus
combinaciones y la incertidumbre que se maneja al calcular el valor de cada una de

ellas.

5.3 Analisis de la estructura

El analisis estructural tiene como propdsito el determinar el efecto que producen las
cargas actuantes sobre la estructura en cada uno de los elementos que la componen.
Cualquier estructura es un todo continuo, pero para fines de analisis se puede
descomponer en cada uno de los elementos que la conforman, como lo serian las
barras de una cercha, las columnas, las vigas y la placa de un edificio, entre otros.

Una vez divida la estructura en cada uno de sus componentes, se pueden calcular las
fuerzas internas (fuerzas axiales, fuerzas cortantes y momentos), asi como las

deformaciones axiales, las deflexiones y rotaciones en cada uno de los elementos.

Hoy en dia se cuenta con un gran numero programas computacionales (Software) que
permiten analizar de una manera practica, rapida y sencilla el comportamiento de la
estructura ante cualquier tipo de carga y obtener los valores de las fuerzas internas y de
las deformaciones. Sin embargo, se recomienda conocer a profundidad las variables de

calculo y las consideraciones que el programa tiene en cuanta para realizar el analisis.
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Ejemplo 5.1

El presente ejercicio tiene como fin, mostrar a grandes rasgos los pasos que se deben
tener en cuenta al analizar una estructura, en este caso es una vivienda multifamiliar de

3 niveles como se muestra a continuacion:

CONJUNTO RESIDENCIAL FRAILEJONES

TTTrEs
TEFEFERT
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Vivienda Tipo
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Corte medio de la Vivienda
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Detalles de acabado de la edificacion

1. Ficha del proyecto
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1.1 Caracteristicas generales:

Nombre del proyecto: Unidad Residencial Frailejones
Direccion: Carrera 39 N° 45 — 27 Bucaramanga - Santander
Tipo de edificacion: Vivienda multifamiliar

Numero de niveles: 3

Altura total de la Edificacion: 8.60 m.

Ubicacién con respecto a otras viviendas: Colinda con 2 viviendas, una a cada lado

-~ 0o o 0 T Q

de la edificacion.

g. Afo de construccion: 2007

1.2 Caracteristicas estructurales:

a. Sistema estructural:

El sistema estructural que presenta la edificacion es un sistema aporticado con nudos
rigidos. Este sistema esta formado por un conjunto de vigas y columnas
interconectadas entre si por medio de nudos capaces de transmitir momentos flectores

de un elemento a otro.

b. Materiales: - Concreto Reforzado f 'c=21 MPa.

- Acero de refuerzo  f y=420 MPa.

Cabe mencionar que el concreto reforzado es uno de los materiales mas populares y
desarrollados en la actualidad, ya que aprovecha en forma muy eficiente las
caracteristicas de buena resistencia a la compresion, durabilidad, resistencia al fuego y
moldeabilidad del concreto, junto con las de alta resistencia a la tension y ductilidad del
acero, para formar un material compuesto que ofrece muchas ventajas sobre otros

materiales.
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c. Placa de entrepiso:

La placa de entrepiso presente en la estructura es una losa armada en una direccion y

aligerada con casetdn de gadua. Su altura es de 0.30 m.

Acabados

-] l'o.o5

X 0.02

L 0.70 L Friso

Las losas o placas de entrepiso tienen como funciéon soportar las cargas de servicio
como el mobiliario y las personas, lo mismo que su propio peso y el de los acabados

como los pisos, entre otros.

d. Elementos estructurales:

Los elementos que se identificaron en la estructura son las Vigas y columnas del

sistema portico. Las secciones de estos elementos se muestran en el plano de la planta

estructural.

1.3 Caracteristicas del suelo:

a. Profundidad de la cimentacién: - 0.6 m. con respecto al nivel 0.00 del proyecto
arquitectonico

b. Tipo de Suelo: S2 ( Clasificacion NSR - 98 A.2.4.1)

c. Peso especifico del suelo: 18 KN / m 2,
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PLANTA SEGUNDO PISO - NIVEL + 2.80 m.
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PLANTA TERCER PISO - NIVEL + 5.60 m.
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PLANTA CUBIERTA - NIVEL + 8.40 m.
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Sistema portico con muros de fachada

|...:{(

Sistema Aporticado de la edificacion
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Idealizacion de los elementos estructurales

Portico A—B - C.
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Pértico 2 — 3 — 4.
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Vigueta Tipo 3
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Liston Tipo 3

1.59

@)+

2. Evaluo de Cargas y fuerzas
Para el analisis, disefio y construccion de las diferentes estructuras en el campo

ingenieria civil, se deben considerar y analizar todas las clases de cargas y fuerzas que

actuan sobre la estructura a lo largo de su vida util.

Como patron en los calculos de las cargas y fuerzas actuantes sobre la estructura se
usaras las Normas Colombianas de Disefio y Construccion Sismo resistentes NSR-98
titulo B Cargas.

2.1 Evaluo de Cargas Gravitacionales

2.1.1 Cargas Muertas (Capitulo B.3 NSR - 98)

Como se menciono al inicio del capitulo, la carga muerta es la carga vertical debida al

peso de todos los elementos permanentes, ya sean estructurales o no estructurales.
En el inciso B.3.2 y B.3.3 de la NSR-98 se presentan valores minimos de densidades y

cargas muertas de algunos de los materiales mas tipicos usados en la construccion. A

continuacidon muestran algunos de estos valores:
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Masas de los Materiales (B.3.2)

Material Densidad
Concreto Reforzado 2 400 kg/m3
Concreto Simple 2 300 kg/m3
Enchape Granito 1 550 kg/m3
Mamposteria de ladrillo hueco 1 300 kg/m3
Agua dulce 1 000 kg/m3

Cargas Muertas minimas m2 (B.3.3)

Teja de barro (-incluido el mortero) 0.80 kN/m2
Impermeabilizacion 0.15 KN/m2

Cielos rasos de madera 0.10 a 0.50 kN/m2

a. Techo

En este nivel se encuentra presente la estructura de cubierta, un tanque de

abastecimiento de agua que se apoya sobre una pequefia losa maciza de concreto.

A continuacion se presenta el calculo de la carga muerta de estos elementos:

e Cubierta:

La cubierta de la edificacion analizada esta conformada por tejas de barro y por el

entramado de madera que las sostiene. Tomando los datos de la tabla B.3.3 de la NSR

98 se obtiene el peso total de la cubierta por metro cuadrado.

Wieja eeeeeeeeeeeien 0.8 kN/m?
W entramado ...ccvevvinnnen 03 kN/m?
W total cubierta ................. 1.10 kN/m*

e Losa Maciza
Esta losa tiene como funcion resistir la carga del tanque elevado. Las cargas presentes

en esta losa seran: peso propio y el peso del tanque de agua.

Consideracién: La carga del tanque del agua se distribuira sobre toda la placa.
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Peso Tanque elevado

Especif-icaciones
Volumen del tanque ................. 05 m°
Peso propio tanque  .........ceunnn 12 kag.
Densidad AQUa  eeeereeerreeenn. 1000 kg /m*
Gravedad = ceeveeeeeennen 10 m/s?

P agua = Vtanque x p agua x g
P agua = (0.5)- (1000)- (10) = 5000 N= 5 kN

P tanque = (12)- (10) = 120 N=0.12 kN

Pagua i 5.00 kN
P tanque .. 0.12 kN
P total tanque ................. 5.12 |[kN

Ahora se divide el valor de esta carga puntual entre el area de la losa y asi de esta

manera distribuir la carga por metro cuadrado:

P total tanque | ..........c...... 5.12 kN
Area Placa (1.1x3.5) 3.85 m?
W total tanque ................. 1.33 kN/ m?2

Peso propio Losa Maciza

Esta losa es de concreto reforzado (p e =2400 kg/m’). Sus dimensiones son
1.10 x 3.50 x0.10 m. Estas dimensiones son tomadas del plano en planta de la cubierta.

El peso de la losa se distribuira sobre su area.
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W losa = eSpeSOI‘ X pconcreto x g

W josa = (2400)- (10)- (0.10) = 2400 N= 2.4 kN/m”’

De esta manera se obtendra el valor de la carga distribuida total presente en la losa

maciza, luego:

W total tanque  |........ceeuneee. 1.33 [kN/m?
Wplaca ceeeeeeeeenn. 2.4 kN/m?
W total placa  ....cevueeunnens 3.73 kN/ m?

b. Seccion entrepiso

Acabados

e, i T0.05

X 0.02

L 0.70 L Friso

El peso de la placa va ha estar dado por la suma de los diferentes pesos de los

elementos que la conforman.

W torta superior = €SPeSOr X Py o X &
W torta superior = (005) (2400) (10) =1200 N/nl2 =1.2 kN/m2

W vigueta (nervio) = [Area Transversal vigueta x X g] / [Distancia entre ejes]

concreto

W vigueta (nervio) = [(0.23)- (0.10)- (2400)- (10)]/(0.70) = 788.5 N=0.79 kN/m’
W aligeramiento (caseton) = 0.25 kN/m?

W acabados = 1.20 kN/m®
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W torta inferior = espesor X pconcreto simple xg
W torta inferior = (0.02)- (2300)- (10) = 460 N/m*= 0.46 kN /m’
W friso inferior = espesor X pconcreto simple xg

W friso inferior = (001) (2300) (10) =230 N/l’n2 =0.23 kN/m2

La carga muerta producida por muros divisorios y particiones de materiales
tradicionales, cuando éstos no hacen parte del sistema estructural, debe evaluarse
para cada piso y se puede utilizar como carga distribuida en las placas. Cuando no se
realice un analisis detallado para calcular el peso de los muros, la NSR — 98 (B.3.4.2)

da dos valores minimos a utilizar dependiendo del tipo de ladrillo usado:

Muros de ladrillo bloque hueco de arcilla o concreto = 3.0 kN /m”

Muros de ladrillo macizo, tolete, de arcilla, concreto o silical = 3.5 kN /m?

Estos valores son considerados por metro cuadrado de placa y su calculo esta hecho
considerando una altura libre de entrepiso de 2.20 m. Dado el caso de tener una mayor
altura, el valor de la carga se obtendra proporcionalmente.

Es importante mencionar que cuando un muro haga parte del sistema estructural su
peso debe contabilizarse dentro del peso propio del elemento y se exime de tener que

usar los valores minimos dados.

En el presente ejercicio, los muros divisorios estan elaborados con ladrillo hueco de

concreto y la altura libre de entrepiso es de 2.50 m, luego:

W muros — 2.50m

3.0 kN/m?> — 2.20m
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Asi, la carga por muros divisorios para una altura de 2.50 m. es:

W muros divisorios = 3.41 kN /m?

A continuacion se calcula la carga total por metro cuadrado de placa:

W torta superior  ...ciiiiiiieiens 1.20 kN /m?
W vigueta (nervio) ....ccceeenenenn 0.79 kN / m?
W aligeramiento  ......cocenieenn. 0.25 kN / m?
W acabados = .eeiiieennn 1.20 kN / m?
W torta inferior  eeeeeeenenns 046  kN/m?
W friso inferior ~ ..coeeiiiennnenn. 0.23 kN / m?
W muros divisorios ........eeeeueen. 3.41 kN / m?
W total entrepiso 7.54 kN / m?

c. Escaleras

Uno de los elementos estructurales mas frecuentes en las edificaciones son las
escaleras de tipo de losa simplemente apoyada. Este tipo de escaleras se idealiza

como una viga simplemente apoyada en sus extremos.

Para las escaleras es necesario definir 3 parametros fundamentales: Huella,
contrahuella y el espesor de la losa. La huella es la parte horizontal del escalén, es
decir, sobre la que el pie se apoya, mientras que la contrahuella es la parte vertical del

escalon.

En muchos proyectos de vivienda, las medidas de huella y contrahuella para la escalera
ya estan definidas en los planos arquitecténicos del proyecto. Dado el caso en que no
se cuenten con estos valores, la NSR — 98 en el inciso K.3.8.3.4 presenta algunos

parametros para el predimensionamiento de estos valores.
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El espesor de la losa maciza de la escalera se puede determinar haciendo uso de del
inciso C.9.5.2 de NSR - 98, el cual presenta una tabla de espesores minimos en

funcidn de las condiciones de apoyo de la losa y de la longitud de la misma.

Espesor losa:

El espesor de la losa se determinara con la siguiente expresion:

€ losa = Long. en planta escalera / 20

La longitud de la escalera medida en planta es 3.50 m, luego:

€ losa=3.50/20=0.18 m.

Contrahuella:

Como se puede observar en el plano en planta, el numero de escalones que tendra la
escalera es de 14 (huella = 25 cm.). Ademas, la escalera debe unir el nivel + 0.0 con el
nivel + 2.80 que es la cota del segundo piso.

Con estos datos se puede determinar el valor de la contrahuella como se muestra a

continuacion:

h contrahuella = (Altura libre entre placas + Altura placa) / Numero escalones

h contrahuella = (2.50+0.30) /14 =0.20 m.

La pendiente con la que cuenta la escalera es: 6 =tan™ [O._zg)jz 38°
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" }| Contrahuella

Una vez conocidas las dimensiones basicas de la escalera, se procede a calcular el

valor de la carga muerta por metro cuadrado de escalera.

° Losa de concreto:

El valor de la carga de la losa por metro cuadrado se calcula para la proyeccion
horizontal de la longitud de la escalera. Es decir, solo se tendra en cuenta el valor de la
carga vertical actuante sobre la losa. Para esto se divide el valor de la carga por metro

cuadrado por el coseno del angulo que forma la escalera con la horizontal (38°).

x g/ cosB

concreto

W j0sa = espesor x p

W 10sa = (0.18)- (2400)- (10) /cos(38) = 5482 N/m’* = 5.48 kN/m’

La losa también presenta un friso de 2 mm. en la parte inferior. Para este friso se usa un

mortero simple (p ... =2200 kg/m?*).

W mortero = espesor X P ..o X & / €00

W mortero = (0.02)- (2200)- (10) /cos(38) = 558 N/m> = 0.56 kN /m’
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. Peldanos:

Una de las tantas formas para analizar los peldanos de las escaleras se muestra a
continuacion. Para este analisis se transforma la seccion transversal triangular del
escalén por una rectangular que tenga la misma area y la misma distancia de huella,
luego el valor de la altura de este rectangulo es 0.10 m como se muestra a
continuacion:

e——(025——9

¢ 0.10-¢

l—O.ZO—ﬁ

W peldaﬁos = espesor X pconcreto X g

W peidarios = (0.10)- (2400)- (10) = 2400 N/m? = 2.40 kN/m®

W acabados peldafios = 1.50 kN/m?

La carga total por metro cuadrado de escalera es:

WI0Sa  eeeeeeeeeeeee 5.48 kN / m 2
W mortero e 0.56 kN /m?
W peldafio  eeeeeeeeeeeeen. 2.40 kN / m 2
W acabados  eeeeeeeeeeeeeeens 1.50 kN /m?
W total escalera 9.94 kN /m?

2.1.2 Cargas Vivas (Capitulo B.4 NSR - 98)

Como se menciono al inicio del presente capitulo, las cargas vivas son aquellas cargas

que se deben al uso y a la operacién de la estructura. Incluye, todo aquello que no
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incluye una posicion fija y definitiva en la estructura. Entre estas se puede considerar el

peso y las carga debidas a los muebles, mercancias, equipos y personas.

La NSR — 98 en su capitulo B.4 ( B.4.2.1) presenta los valores minimos de cargas vivas

a considerar para el analisis de las estructura.

Para la vivienda analizada, se encontraron los siguientes valores de cargas vivas

minimas:

a. Techo

. Cubierta:

La NSR — 98 presenta un valor de carga viva para la cubierta en funcion de su

pendiente, como se muestra a continuacion (B.4.2.1):

Cubiertas inclinadas de estructuras metalicas y de madera con imposibilidad

fisica de verse sometidas a cargas superiores a la aca estipulada:

- si la pendiente es mayor del 20%..........ccceiiiiiiiiiini 0.35 kN / m? (35 kgf / m?)
- si la pendiente es menor del 20%..........eeeieeeiiiiieniiee e 0.50 kN / m? (50 kgf / m?)

En el presente ejercicio la cubierta presenta una pendiente del 24%, luego la carga viva

para esta cubierta es de:

W cubierta = 0.35 kN/m2

° Losa maciza:

Esta losa tendra una carga viva de: W |osa = 0.40 kN/m’ . Esta carga se presentara

cuando alguien le haga limpieza al tanque del agua.
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b. Entrepiso

Segun la NSR — 98 inciso B.4.2.1, el valor de la carga viva para viviendas es de:

W entrepiso = 1.8 kN/m2

c. Escaleras

Segun la NSR — 98 inciso B.4.2.1, el valor de la carga viva para escaleras es de:

W escalera = 3.0 kN/m?

2.2 Cargas para elementos transmisores

Como se puede observar en los planos en planta de los diferentes niveles, tanto los
listones de madera de la cubierta, las viguetas del entrepiso, como la escalera son los
elementos encargados de transmitir las cargas a los diferentes poérticos de la estructura.
Es por esto que es necesario cargar cada uno de estos elementos. Esto se hara
haciendo uso del método de las areas aferentes, obteniendo de esta manera la carga

distribuida linealmente sobre cada elemento.

° Listones de Madera

A continuacién se muestra el plano estructural de la cubierta y en el se sefiala el area

aferente para los listones:
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Como la carga se debe distribuir a lo largo de cada liston, simplemente hay que
multiplicar el valor de la carga calculada por metro cuadrado de cubierta por el ancho
aferente de cada area achurada en el plano. Si se observa, el valor del ancho aferente
para todos los listones es de 1.02 m. Asi el valor de la carga por metro lineal para cada

liston es:

Carga Muerta:

W muerta jision = Carga Muerta por m” de cubierta x Ancho aferente

W muerta jision = (1.10 KN/m? )- (1.02m) = 1.12 kN/m

Carga Viva:

W viva jiston = Carga Viva por m” de cubierta x Ancho aferente
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W viva jision = (0.35 kN/m’ )- (1.02m) = 0.36 kN /m

o Vigueta de entrepiso

En el caso de las viguetas, el ancho aferente para cada una de ellas es de 0.70 m como
se puede observar en el plano en planta (distancia entre ejes). El calculo se hace de la
misma forma como se hizo en el caso anterior. Adicionalmente al valor de la carga
distribuida por metro lineal, en las viguetas se considera un momento en los extremos
de las mismas. Esto se debe a que a que las viguetas se encuentran embebidas en las
vigas.

Un valor aproximado para estos momentos se puede obtener mediante la expresion:

(W-L?*)/ 24

Carga Muerta:

W muerta vigueta = Carga Muerta por m’ de entrepiso x Ancho aferente

W muerta yigueta = (7.54 kN/m” ) (0.70m) = 5.28 kN/m

La carga distribuida sera la misma para todas las viguetas, pero los momentos de

empotramiento varian para cada una, ya que son funcién de las luces de la vigueta.

Para el caso de la vigueta tipo 1 se tiene:
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1.69 KN - m 0.55 KN -m

Wo=5.28 KN/m
Quuuiuuuuuuuu
$ 2.77 ¢ 1.58—

® ©

M muerta extremo A = (5.28) (277 2) /24 = 169 kN_ m

M muerta extremo G’ — (528)‘ (158 2) /24 =0.55kN—m

de igual manera se hace para las demas viguetas.
Carga Viva:

W viva \igueta = Carga Viva por m’ de entrepiso x Ancho aferente

para cada una de las viguetas se determinan los valores de los momentos en los

extremos por carga viva.

. Escalera

Para cargar la escalera, se toma una franja de un metro de ancho de escalera siendo

este el ancho aferente a considerar.
Carga Muerta:

—_ 2
W muerta ¢gcalera = Carga Muerta por m” de escalera x Ancho aferente

W muerta escalera = (994 kN/m2 ) (10111) =994 kN/m
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A A A A A A A

A Wp=9.94 KN/m

Carga Viva:

W viva jiston = Carga Viva por m” de escalera x Ancho aferente

W viva jistn tipo 1 = (3kN/m*)-(1m) =3 kN/m

A A A A A A A

. Wi = 3.0 KN/m

Una vez cargado cada uno de los elementos transmisores de carga, se procede a
determinar el valor sus reacciones. De esta forma se obtiene una serie de cargas
puntuales que recaen sobre las vigas de los diferentes porticos.

Calculo de reacciones de elementos transmisores:

Como ejemplo se calculara el valor de las reacciones para la vigueta tipo 1 tanto para la

carga muerta, como para la carga viva.
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La seccidn transversal de la vigueta es de 0.10 m x0.30m. Resolviendo la vigueta por
cualquiera de los métodos vistos en estructuras ( Slope deflection, Cross, Kani, etc) o
haciendo uso de algunos de los software para analisis estructural ( Sap, Etabs, etc) se

obtienen los siguientes valores para las reacciones:

Carga muerta

1.69 KN -m 0.55 KN -m
Wp=5.28 KN/m
bbbl el el
RA=6.77KN RB=13.69KNT RC‘=2.5OKNT
Carga Viva
0.40 KN -m 0.13KN-m
WiL=1.26 KN/m
IRy
TRA= 1.62 KN RB =3.27KN ? Rc'=0.60 KNT

el mismo procedimiento se realiza para cada uno de los elementos transmisores de

carga.

2.3 Transmision de cargas a los elementos estructurales

Una vez conocidas todas las reacciones de todas las viguetas, los listones y de la
escalera, tanto para la carga muerta como para la carga viva, se procede a cargar los
diferentes porticos de la estructura. Es importante definir muy bien la nomenclatura de
los ejes de los elementos transmisores de carga, para asi evitar posibles confusiones a

la hora de cargar los porticos.
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Ademas de considerarse las cargas transmitidas a los porticos, también se debe tener
en cuenta el peso propio de la estructura aporticada.
La carga del peso propio por metro de longitud de viga se determina de la siguiente

manera:

W yiga = [Area Transversal viga x P, 0 X g]

W yiga = (0.30) - (0.30) - (2400)- (10) = 2160 N/m=2.16 kN/m

Notese que todas las vigas tienen seccion de 0.3 m x 0.3 m excepto la del eje B, que es

de 0.3 x 0.35 m. Para esta viga la carga sera igual a:

W yiga eje B = (0.30) - (0.35) - (2400)- (10) = 2520 N/m= 2.52 kN/m

Importante:

Las viguetas se encuentran espaciadas cada 0.70 m, luego se tendra el mismo valor de
reaccion cada 0.7 m sobre las vigas del pértico en que se apoyan. Para convertir esta
carga a una carga distribuida por metro de longitud, solo hay que dividir el valor de la

reaccion de la vigueta sobre la separacion entre viguetas.

A continuacion se muestran los diferentes porticos cargados:
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Poértico A

PORTICO A

WL =0.49 KN/m

A A A A S S A A A S A A A A A O

0 A A 0 A A

WL =214 KN/m

Wb =3.68 KN/m

WL =2.31 KN/m

AN A A A A A A A

NEENENENRNANNANEEN e

N A A A A Y A Y A

VLD

VULV el

Wb =2.16 KN/m

WD = 11.17KN/m

WL =2.14 KN/m

Wb=11.83 KN/m

WL =2.31 KN/m

L A A A A A A A A

VLD ]

T T ol

Llileiliiilg

NN ENENENENnNN Ny

Wb =2.16 KN/m

077 Wb =9.01KN/m

2
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Poértico B

1.0 KN/m

WL =0.81 KN/m

L

ill?ljllllliﬂixxx¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢
|

LI

A A A A A A A A A A A A A N A A

PORTICO B

Wb =565 KN/m

WL =214 KN/m

Wb =4.90 KN/m

WL =231 KN/m

VIV o

M A A A A A A A A

L]

A S A A A A A A A I A

Wb = 2.52 KN/m

WL =269 KN/m

Wb=26.54 KN/m

WL =577 KN/m

rrrrrrrrrrrrri )

HEEENNENNEY!

Wb=22.08 KN/m

WL =467 KN/m

NN NN I NE

rrrrrrrrrrrrri )]

HEEENNENNEY!

NSRRI

Wpb=13.58 KN/m 077

2

Wpb=26.54 KN/m
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Portico C

WL =0.52 KN/m ‘ WL =0.22 KN/m
VUL vy rrr s v v o 1

BRI NN NNy

Wb =3.77 KN/m Wb =4.21 KN/m

PORTICO C

WL =2.34 KN/m

LLLLLLLLTLL]

e e e A D e e P P
Wb =2.16 KN/m Wbp=11.95 KN/m Wb =2.16 KN/m

WL =2.69 KN/m WL =2.34 KN/m

VoL bbb LT T T T

NN I A

Wb=13.22 KN/m 07T Wb=11.95 KN/m

WD =216 KN/m
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Pértico 3.

Wb =2.16 KN/m
A A A A A A A

WL =570 KN/m

LTI

Wb =(2.16 KN/m Wb=21.46 KN/m
peewyssRERRRIRReTEeeeewBRREE]
4—1.12 -

WL =570 KN/m

LTI
Wb =[2.16 KN/m W= 21.46 KN/m
peswysERERwRIRRSTTeeeewBEREE]
+—1.12 -

NN NNAANNN\\N AASSNSANNNNNN

Los demas porticos se cargan de la misma manera como se ha hecho con los
anteriormente cargados. Cabe mencionar que sobre estos otros pérticos las cargas

seran pequefas, ya que sobre estos no se apoya ningun elemento transmisor.
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2.4 Calculo de la fuerza de Sismo

Las fuerzas sismicas actuantes sobre la edificacion en este ejercicio se calcula por
medio del Método de la fuerza horizontal equivalente numeral A.4 de la NSR-98. Este

método se tratara con mayor profundidad en la asignatura “Dinamica Estructural.

El siguiente esquema tomado del titulo A figura 10 de la NSR — 98, se presenta un

resumen de los pasos a seguir para determinar las fuerzas sismicas actuantes sobre la

estructura por el método de la fuerza horizontal equivalente.

MASA EDIFICACION

PESO PROPIO ESTRUCTURA b
P ACABADOS MASA DE LA . CORTANTE SISMICO EN LA BASE
EDIFICACION |:> M
PESO EQUIPOS PERMANENTES ‘_?S = S a g M

CARACTERISTICAS VIBRATORIAS DE LA ESTRUCTURA

MASA DISTRIBUCION DE LAS FUERZAS

PERIODO DE |:'> T SISMICAS EN LA ALTURA
VIBRACION
RIGIDEZ
> >
o
MOVIMIENTOS SISMICOS DE DISENO F. —
1 —-
—
) ACELERACION q -
S, -+ ESPECTRAL ~a
A ~—
Vs

Los parametros necesarios para desarrollar el método de la fuerza horizontal
equivalente son:

o Localizacién geogréfica:
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La vivienda se encuentra ubicada en la ciudad de Bucaramanga.

o Riesgo sismico:

De acuerdo con el mapa de la figura A.2.1 del capitulo A.2 de la NSR-98, la ciudad de

Bucaramanga se encuentra en una zona de riesgo sismico alto.

o Coeficiente de aceleracion pico efectivo para disefio.

Por medio del mapa A.2.2 del capitulo A.2 de la NSR-98, se determina el valor del

coeficiente de A,. Para este ejemplo se tiene:

A;=0.25

. Efectos locales.

Como se menciono al inicio del ejercicio, el suelo que soporta la edificacion es un suelo

S2 de acuerdo al articulo A.2.4.2 de la NSR-98. En la tabla A.2-3 se encuentra el valor

del coeficiente de sitio S para este tipo de suelo

S=1.2

o Grupo de uso

La edificacion pertenece al grupo de uso | (estructuras de ocupacién normal) segun el
articulo A.2.5.1 de la NSR-98.

o Coeficiente de importancia
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De acuerdo con el grupo de uso se determinara el coeficiente de importancia (articulo
A.2.5.2). En la tabla A.2-4 se encuentra el valor del coeficiente de importancia I, que

para esta vivienda es:
I=1.0.
o Espectro de Disefio

Una vez conocidos los anteriores parametros, se puede determinar el espectro de
disefio (A.2.6 - NSR 98) para la estructura:

Figura 54: Espectro de Disefio

S| /
(g Mota:

Ezfe egpecto esta definido para

ﬁ | un coeficiente de amorfiguamiznio
| | igual &l 5 por cienfo del crifico
| |
! |
I i
|
! | I
r !
|
I l
|
N | |
I . ) Al
Fars analisiz dinamica, sofo a4
I modos diferentes al fundsmental -
S —A I r en cada dirscoion prncipal en plants
o T | | |
| |
| | I
| |
I | | -
| i '
T, =03s Te T, T

T =0.485 T,=245%
] Periodos Ty, Tcy TL
T, = 0.30 segundos
T.=0.48 S =0.48 (1.20) = 0.576 segundos

T.=2.4S =24 (1.20) = 2.88 segundos
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e Espectro elastico de aceleraciones:

El espectro esta definido en la seccion A.2.6 de la NSR-98 asi:

S,=25-A,-1  T<T

C

g - 12481 I<T<T
T
S,= AZaI T>T,

Para la edificacion del ejercicio se tiene el siguiente espectro:

0,7

0,6 -
3
vy 0,5
©
-
B 04
[«B}
o
[72)
(<5} 0,3
c
2
& 02
|-
D
@
QS 01
<

0 T T T T

0 0,5 1 1,5 2 2,5
Periodo T (s)
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o Calculo del Fuerza Horizontal en la base de la estructura

El método habla de cortante sismico en la base como la totalidad de los efectos
inerciales horizontales producidos por los movimientos sismicos de disefo. El valor del
cortante Vasal se obtiene por medio de la siguiente ecuacion:

Vs=Sag M

En donde:

Vs: Fuerza horizontal en la base de la estructura.

g : Gravedad

M = Masa de la edificacion.

El valor de Sa en la ecuacion anterior corresponde al valor de la aceleracion, como
fraccion de la gravedad, leida en el espectro de disefio de la edificacion realizado
anteriormente. Para obtener el valor de Sa es necesario conocer el valor del periodo T

de la edificacion.

El valor de T puede ser igual al periodo fundamental aproximado, Ta, que se obtenga

por medio de la ecuacion A.4-2.de la NSR-98:
— 3/4
T a Ct -h n
Donde C; toma el valor de 0.08 para pdrticos resistentes a momentos en concreto
estructural y hn es el valor de la altura de la edificacion, que en este caso es de 8.4 m.

Asi:

T, =0.08- 8.4 = 0.39 segundos
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Como se observa el periodo de la estructura esta comprendido entre 0.3s y 0.576 seqg.

El valor de Sa para esta zona es de:
S,=2.5-0.25-1=0.625

Retomando la ecuacién del cortante Vasal (Vs = S; g M), se puede ver que solo hace

falta determinar el valor de la masa para la edificacién.

Ahora necesitamos la masa de la estructura y su masa por nivel, de esta forma

procedemos a la evaluaciéon de masas:

Masa de la edificacion:

Entreplaca:

Para el calculo de masa total de entreplaca para cada piso se tiene en cuenta la
sustraccion del area de las vigas, area de vacios y area de columnas. Midiendo en los

planos en planta los valores de las areas de entrepiso se tiene:

Nivel +2.80m

A entrepiso Nivel + 2.8 = 32.59 m’

Como ya fueron evaluadas las cargas por metro cuadrado de placa, simplemente se
multiplica la carga de la placa por el area de placa del nivel y luego este valor se

convierte a Kg.

KN 1Kg
(3259 m?) - =24572.86 K
m ) o1k s

M entrepiso Nivel + 2.8 = (7.54
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Nivel +5.60 m

_ KN 1Kg
M entrepiso Nivel + 5.8 = (7.54 F) (22.70 m*) - (0.0IKN

)=17115.8 Kg

Vigas:

La seccion transversal de las vigas de la edificacion es de 0.30 x 0.30 m, excepto para

las vigas del eje B cuya seccion es de 0.30 x 0.35 m.

Longitud en planta vigas (0.30x0.30) = 44.3 m
Volumen = (0.3 x 0.3 x 44.3)=3.99 m >

Longitud en planta vigas (0.30x0.35) = 10.75 m.
Volumen = (0.3 x 0.35 x 10.75) = 1.13 m ®

Volumen total vigas entrepiso =5.12 m 3

Nivel + 2.80

K
M entrepiso Nivel +26 = (5.12m” )- (2400 —£)= 12288 Kg

Nivel + 5.60

K
M entrepiso Nivel + 5.6 = (5.12 m’ )- (2400 ;%)= 12288 Kg

Nivel + 8.40

K
M entrepiso Nivel + 8.4 = (1.99 m® )- (2400 £)= 4776 Kg
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Columnas:

NIVEL 8.40

NIVEL 5.60

NIVEL 2.80

\ | NIVEL0.0

La masa de las columnas se calcula como la masa existente entre la mitad de la altura
libre del piso inferior mas la mitad de la altura libre del piso en cuestién. De esta manera
se tiene:

Para el nivel +2.80 m - + 5.60 m:

M = (' h media piso inferior + h media piso superio + h entrepiso) x (numero de columnas)

x (' seccion columna ) x ( densidad Concreto reforzado )

M columnas + 2.8 - 5.6 = (1.25m+1.25m+0.3m)-12-0.09m? - 2400 Kg./m’=7258 Kg .

Para el nivel +8.4 m:

M columnas + 2.8 — 5.6 = (1.25m+0.3m)-9 -0.09m’ - 2400 Kg./m*=3013.2 Kg .
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Escaleras:

La carga por metro cuadrado de escalera es de 9.94 kN / m 2. Multiplicando este valor

por el area en planta que ocupa la escalera se obtiene:

lkg
01kN

M escalera entrepiso 1y 2 = 9.94 kN/ m2 . (110 x 3.50 ) m2 0 =3827 Kg

Escalera Nivel 0.0 — 2.8:

La mitad de la masa de esta escalera se asigna al entrepiso nivel 2.8, es decir 1913.5

kg.
Escalera Nivel 2.8 — 5.6:

La masa se distribuye de la misma manera. Para el entrepiso nivel 2.8 se asigna una

masa de 1913.5 kg y para el entrepiso nivel 2.8 se asigna una masa de 1913.5 kg
Cubierta:

En este nivel se encuentra la estructura de cubierta como el tanque de agua. Estos
valores se calcularon al inicio del ejercicio y estan distribuidos por metro cuadrado, asi

que solo se multiplican estos valores por el area correspondiente:

Tejas:

1k
M tejas y entramado = 1.10 kN/ m” - (36m’) -ﬁ ~3960 Kg

Placa maciza:

1k
M losa maciza y tanque = 3.73kN/ m2 : (35 -1.1 1’1’12) ﬁ =1436.05 Kg
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En el siguiente cuadro se presentan las masas de cada uno los niveles de la estructura,

asi como la masa total de la edificacion.

Masa Edificion (Kg.)
Elemento Nivel 2 (+ 2,8) | Nivel 3 (+ 5,6) | Cubierta (+ 8,6)

Placa 24572,86 17115,8 0

Vigas 12288 12288 4776
Columnas 7258 7258 3013,2
Escalera 3827 1913,5 0

Tejas y entramado 0 0 3960

Losa Maciza 0 0 1436,05

Masa Nivel (kg.) 47945,86 38575,3 13185,25

[ Masa Total Edificacion (kg.) | 99706,41 |

Asi el cortante vasal (Vs) o fuerza horizontal sismica acumulada en la base de la

estructura sera:

Vs=Sag M

Vs=0.625-(10m /s”)-(99706.41 Kg) = 623165.06 N = 623.17 kN

La fuerza sismica horizontal, Fx, en cualquier nivel x, para la direccion en estudio, debe

determinarse usando la siguiente ecuacion:

F=C -V
X VX S
en donde:

o o_moht

h > (m,-h¥)

1=n

Donde k es un exponente relacionado con el periodo fundamental, T, de la edificacion,

para T menor o igual a 0.5 segundos, k = 1.0.
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En el siguiente cuadro se muestran el calculo correspondiente a las fuerzas sismicas

para cada nivel.

Nivel m; hik mixhik Cvx Fx

Cubierta 13185,25 2,65 34940,9125 0,05 33,98
Nivel 3 38575,30 5,45 210235,385 0,33 204,47
Nivel 2 47945,86 8,25 395553,345 0,62 384,71
Total 99706,41 640729,64 623,17
Vs 623,17

Obteniendo de esta manera las fuerzas que actuaran sobre cada nivel de la edificacion.
Es importante mencionar que esta carga Fx se aplica para calcular las derivas sufridas
por el sistema portico, pero no se usan para hacer el disefio de los elementos

estructurales.

Estas fuerzas calculadas actuaran sobre la placa de cada nivel. Su punto de aplicacién
exacto se determina a partir de las condiciones de equilibrio de la estructura. Este tema

de profundizara en la asignatura de Dinamica estructural y Armado Il

o Distribucion de las fuerzas sismicas entre los porticos resistentes de la

edificacion.

Como se menciono anteriormente, la fuerza sismica calculada para cada nivel se
encuentra aplicada sobre la placa. Esta fuerza se puede distribuir sobre cada uno de los
porticos resistentes en la direccion analizada en proporcidn a su rigidez. Esto se puede
hacer bajo el supuesto de que la losa es infinitamente rigida, luego la deformacion

horizontal de todos los porticos en la direccidn analizada es igual.

Para este ejemplo se analizara la resistencia sismica en el sentido Y, se asumira que

los tres porticos presentes en este sentido (Portico A — B — C) tienen las mismas

dimensiones, luego sus rigideces van a ser iguales (K | i.oa=K iiicos = K porticoc )-
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Bajo estas consideraciones la carga actuante en cada nivel de cada uno de los porticos
sera la tercera parte de fuerza sismica calculada para cada nivel. Asi para el caso del

portico B se tiene:

Fs =11.33KN

E——

Fs =68.16 KN/m

—

F's =128.24 KN

—

3 Combinaciones de Carga

Al inicio del presente capitulo se mencionaron las combinaciones de carga usadas para
el analisis de estructuras de concreto. Para este ejercicio académico se trabajara solo

con las siguientes combinaciones:

. 14D +1.7L
. 1.05D +1.28L + 1.0 Fs
J 09D +1.0Fs
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Como ejemplo se analizara el portico B de la estructura. Para este portico ya estan

determinadas las cargas muertas, vivas y la fuerza de sismo. A continuacion se procede

a aplicar cada una de las combinaciones mencionadas al portico.

4. Analisis de la estructura

El analisis de este portico se puede realizar haciendo uso del método de Kani (visto en

el presente texto) o por medio de algun software como lo es el Sap 2000.

Combinacion: 14D +1.7L

HENNNNEEEEY

AP A A A A A A A A A Y

W =9.61KN/m

NN A A A A A A O A

W

=8.24 KN/m

VLD

NN A A A A A A A A A A

W

=3.53 KN/m

W' =40.79 KN/m

w

=34.84 KN/m
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Combinacion: 1.05D+1.28 L +1.0 Fs

Fs=11.33KN
—

Fs=68.16 KN/m

LLITEELLLL T

B A A A A A P A A

W =7.21KN/m

LLILETLL

W =6.18 KN/m

N A O R

S N S A A A A A A A

Fs =128.24 KN W =17.69 KN/m

W =2.65KN/m

W' =30.60 KN/m

W =3522KN/m

HNNNENEy

W =26.13 KN/m

W =29.14 KN/m

T T e g

- Il

Combinacion: 0.9 D + 1.0 Fs

+—0.77—
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Fs=11.33 KN
—

Fs=68.16 KN/m

A A A A e v 0 0 P Y 0

W =509 KN/m

W

=4.41 KN/m

o ooty VUL ey

Fs =128.24 KN

w

w

=2.27 KN/m

=12.22 KN/m

W =23.89 KN/m

W =23.89 KN/m

w

w

=19.87 KN/m

=19.87 KN/m

o Gt VUL I e i g

+—0.77—
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ANEXO 1
ANALISIS DEL SISTEMA DUAL
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1. ANEXOS

ANALISIS DEL SISTEMA DUAL

1.1 ASPECTOS GENERALES

El sistema estructural dual es aquel que representa la solucién optima de resistencia
tanto a cargas verticales como horizontales simultdneamente. A esta solucion ideal
sblo puede llegarse en zonas de riesgo sismico moderado y en edificios de poca altura.
Al incrementarse la altura del edificio las cargas horizontales y laterales toman gran
importancia y las modificaciones que hay necesidad de hacerle a la estructura ideal
para resistirlas son considerables. El problema puede plantearse como un sobrecosto
que hay necesidad de pagar para resistir las cargas horizontales y este sobrecosto
aumenta con el numero de pisos hasta llegar a constituirse en el factor dominante en la

seleccion del sistema estructural adecuado.

Las estructuras aporticadas trabajan esencialmente por flexién de sus elementos, esto
las hace poco rigidas, especialmente para luces grandes como requieren los edificios
para oficinas. Lo anterior hace que los sistemas aporticados no sean eficientes para

edificios altos.

A medida que aumenta la altura de un edificio es mayor el incremento en las
dimensiones tanto en las vigas como en las columnas, respecto a las necesarias para
cargas verticales, para lograr que la estructura tenga la rigidez y resistencia apropiada

ante cargas horizontales.
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Una forma de rigidizar un pértico, sin perder sus ventajas, es colocando diagonales o
rellenando sus espacios con muros de mamposteria o0 de hormigon, estos dos ultimos
procedimientos son los mas usados y en cada uno de ellos la estructura puede
visualizarse como un voladizo. Para relaciones bajas de esbeltez el muro absorbe
practicamente toda la carga horizontal mientras que el disefio del poértico lo controla

unicamente las cargas verticales.

1.2 FILOSOFIA DEL SISTEMA DUAL

En un portico las derivas de piso son proporcionales al cortante de piso, las derivas de
piso tienden a ser mayores en los pisos inferiores. En un muro esbelto las derivas
crecen en los pisos superiores pues las deformaciones por cortante dejan de ser

importantes y el muro se comporta como una viga en voladizo.

Deformacian de corante Deformacidn de Muros Acoplados
del partico flaxidn del muro

En los pisos inferiores la rigidez del muro es muy alta y restringe las derivas del portico.
En los pisos superiores el muro tiende a tener grandes derivas, mayores que las que
tendria el portico si tuviese que soportar por si solo toda la carga lateral, de manera que
en los pisos superiores el muro en vez de ayudar al portico incrementa las fuerzas
horizontales que estos deben resistir. En conclusion: En los primeros pisos el portico se

apoya en el muro y en los pisos superiores es el muro el que se apoya en el pdértico.

288



Cuando la altura del edificio es considerable su rigidez ante cargas laterales puede
obtenerse acoplando dos o mas muros a través de vigas de gran altura, estas vigas
restringen el giro de los muros en cada entrepiso y hacen trabajar los muros que se
acoplan como una unidad. La eficiencia de los muros acoplados depende de la rigidez

de los muros de enlace.

1.3 IDEALIZACION DE LOS MUROS, METODO DE LA VIGA ANCHA

Aceptando un empotramiento elastico del material, las deformaciones del muro, antes
cargas aplicadas en su propio plano, deben calcularse por los métodos y teoria de la

elasticidad.

Existen soluciones analiticas para ciertos casos sencillos y para aquellos de geometria
complicada la solucién puede obtenerse aplicando el método del elemento finito. En el
caso de muros empotrados en su base y sujetos a una carga lateral, P, aplicada en su
extremo superior, el desplazamiento lateral del extremo cargado, 6, se puede calcular
con muy buena precision por la siguiente expresiéon deducida en la Resistencia de

Materiales:

En la figura que a continuacién se muestra, se comparan los resultados obtenidos con

la expresion anterior se comparan los resultados obtenidos con la expresion anterior
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con el método del elemento finito (solucién exacta) de ella se concluye que los errores
no exceden del 4%, para fines practicos las deformaciones laterales para muros
aislados pueden calcularse aplicando los conceptos de la Resistencia de Materiales

considerando los efectos de flexién y de cortante.

En muros bajos, h < L/3, se pueden despreciar las deformaciones por flexion,
representan solo el 10% o el 15% del total,

_pn
GA

En muros esbeltos, h> L/3, tienen importancia las deformaciones tanto por flexion como

)

por cortante, generalmente estos muros se encuentran acoplados con porticos (sistema

dual) y la interaccion muro-pértico altera las rigideces de entrepiso.

La idealizacion del muro se fundamenta en que sus deformaciones laterales pueden
calcularse con buena precision por la Resistencia de materiales, considerando las
deformaciones por flexion y por cortante. Se denomina columna ancha a un elemento
asi idealizado para distinguirlo de las columnas normales en las cuales solo es

importante las deformaciones por flexion.

Para considerar sistemas de muros y muros-pérticos (sistema dual), se considera cada
muro como una columna ancha con sus propiedades concentradas en el eje centroidal
y se asume que las zonas de las vigas que se encuentran dentro de los muros son
infinitamente rigidas. Esta modelacioén tiene la gran ventaja de poder analizar sistemas

duales como poérticos.
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1.4 CONSIDERACIONES DEL EFECTO DE LAS DEFORMACIONES POR

CORTANTE

1.4.1 Analisis del desplazamiento normal a la barra en el nudo inicial

Para el analisis de los desplazamientos normales al elemento se estudiara por

comodidad el siguiente caso general:

Mx =Vi*x — Mi, Vx =Vi

2 2 HE RV N2 12 %
IMX *dx+FijX *dx=INI X — Mi) +FfIVI dx
2El 2GA 2El 2GA
Pk y — Mi)*(— p%] 2
a—U_zozj(V' X=MD*(D 4 gy VIPL  Mis L =0
oMi El

1%y 1) * %
a_u_:u:j(vu X — Mi) X*dx+FfJ'V dx
oVi El GA

Vi*Ll Mi*L? Vi*L*El
= - + Ff =
2 GA

Elu 0

Ecuacion 1

Ecuacion 2

Despejando de la Ecuacion 1 el valor de Mi y reemplazandolo en la Ecuacion 2 se

obtiene:
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Pkl 3 taxl 3 Pl ok ca 3 Cwl %
Elu:(w L’ Vi L}Ffw L*El_ Elu:[w Lj+Ffv| L*El _,

4 GA 12 GA
12El xy =Vil 1+ Ef 12El ’ Vi:12E| *CIU, Cl _ 1
E GAL2 3 12El
1+ Ff
GAL?

Por equilibrio estatico se determinan las fuerzas en el extremo final de la barra.

M= = C
v O © @
____________________________ z
g 12EL, M
£ 1287,
lyf: LB Cl

e Analisis del giro en el nudo inicial:

Para el analisis de los giros de la elastica se estudiara, por comodidad, el siguiente caso

esquematico:

M MT

\/;T_x;
L

Mx =Vi*x — Mi, Vx =Vi
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UIIM*dX+FfJ.

Vi? ‘s
*dx Ecuacion 1
2El GA

2

ouU
—=Uu
oMi

o MV - -
I(VI X—Mi)*( 1)*dx EIu:—VIL +2*Ff VITEI Ecuacion 2
El 2 GA

Reemplazando la Ecuacién 2 en la Ecuacién 1 se obtiene:

- 12 .
ply o VL VL VIEL BBy, c - 112*EI
3 GA L 1+ Ff S

GAL

De la Ecuacion 1:

Mi=2+leyopr B« OElc Mi:ﬂcl(ul*Ff 12E'2ju,
3 L GAL L L 4 GAL

Por equilibrio estatico se obtiene para el nudo final:

M =vi*L-Mi=SElcut ~2EL ey~ 2Bl (3 o)y Lapy 12E'2 ru=2ELc #y
L L 4 GAL L

L2
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Generalizando:

Considerando la deformacion axial y generalizando el analisis anterior para el nudo final
se obtiene la siguiente matriz de rigidez para un elemento de un portico plano,

incluyendo el efecto de las deformaciones por cortante, su valor esta cuantificado en las

constante C,, C, y C,.

12El, 6EI 12El, 6EI,
0 E C, E C, 0 R C, E C,
6El, 4El, 6El, 2El,
0 E C, 3 C, 0 N C, 3 C,
12El, 6El, 12El, 6El,
0 T C, - E C, 0 E c, - E C,
0 6E2IZ C. 2El, c, 0 _6E2IZ C. 4El, c,
i L L L L
Definiendo:
LS
M = Ff 12 Ezl
GAL
Donde:

Ff = Factor de forma. Para secciones rectangulares Ff=1.2 y para secciones

circulares Ff=10/9
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G = Mobdulo de cortante.

Se tiene que:
1 1
C1: * =
L 27E T M
GAL
M
c _1+ A
, =—=—2%
1+ M
_M
e, -
.
1+ M

Si en un elemento no se desea considerar el efecto de la deformacién por cortante

basta con hacer el término M =0 para que las constantes C,, C, y C, tomen el valor

de 1.

Ejercicio

Determinar el valor del desplazamiento horizontal ocurrido en los nodos B y C del

siguiente portico. Solucionarlo haciendo uso del método de analisis matricial:

\ \
300KN | 4m !
—— I
B C
e
#
A D
7SS .

a. Sin considerar el efecto cortante.

b. Considerando el efecto cortante.
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Solucioén:

a. Sin considerar el efecto cortante:

Se empieza por numerar y orientar los elementos como se indica a continuacion:

En el siguiente cuadro se presenta para facilitar el proceso de calculo de las matrices:

Elemento AE/L El 2 El/L 4 EI/L 6 EI/L2 12 EI/L3
1-2
2-3 716581.89 38211.73 19105.86 38211.73 14329.40 7164.70
3-4

(En kilonewtons y metros)

Planteando las ecuaciones individuales para cada uno de los elementos en

coordenadas globales, se tiene:

Elemento 1 (Columna)

Fx 12 7164.70 0 -14329.40 | -7164.70 0 -14329.40 Ul
Fy 12 0 716581.89 0 0 -716581.89 0 Vi
Mz 12 _ | -14329.40 0 38211.73 14329.40 0 19105.86 01
Fx 21 | -7164.70 0 14329.40 7164.70 0 1432940 | ° U2
Fy 21 0 -716581.89 0 0 716581.89 0 V2
Mz 21 -14329.40 0.00 19105.86 14329.40 0.00 38211.73 02
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Fx 12 Ul
Fy 12 K11 ]| K21 V1
Mz 12 01
Fx21 U2
Fy 21 K12 | K22 V2
Mz 21 02
Elemento 2 (Viga)
Fx 23 716581.89 0 0.00 -716581.89 0 0.00 U2
Fy 23 0 7164.70 14329 0 -7164.70 14329 V2
Mz 23 0.00 14329 38211.73 0.00 -14329 19105.86 02
Fx 32 -716581.89 0 0.00 716581.89 0 0.00 U3
Fy 32 0 -7164.70 -14329 0 7164.70 -14329 V3
Mz 32 0.00 14329.40 19105.86 0.00 -14329.40 | 38211.73 03
Fx 23 U2
Fy 23 K22 | K23 V2
Mz23 | _ 02
Fx 32 : U3
Fy 32 K32 | K33 V3
Mz 32 03
Elemento 3 ( Columna)
Fx 34 716581.89 0 0.00 -716581.89 0 0.00 U3
Fy 34 0 7164.70 14329 0 -7164.70 14329 V3
Mz 34 0.00 14329 38211.73 0.00 -14329 19105.86 03
Fx 43 -716581.89 0 0.00 716581.89 0 0.00 U4
Fy 43 0 -7164.70 -14329 0 7164.70 -14329 V4
Mz 43 0.00 14329.40 19105.86 0.00 -14329.40 38211.73 04
Fx 34 U3
Fy 34 K33 | K34 V3
Mz34 | _ 03
Fx 43 ) U4
Fy 43 K43 | K44 V4
Mz 43 04

Ensamblando ahora la parte correspondiente a los nudos libres, se obtiene:
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‘ Fx 2 ‘ U2 ‘
Fy2 Ke22] K23 V2
Mz2 | _ 02

Fx3 | : U3
Fy3 K32 |[Ke33 V3
| Mz 3 | 03 |

Ke 5, = Ensamble del nodo 2. Se suma de la matriz K 5, del elemento 1 con la matriz K 5, del
elemento 2.
Ke 33 = Ensamble del nodo 3. Se suma de la matriz K 33 del elemento 2 con la matriz K 33 del elemento
3.
300 723746.59 0 14329.40 | -716581.89 0 0.00 U2

0 0 723746.59 14329 0 -7164.70 14329 V2

0 _ 1 14329.40 14329 76423.46 0.00 -14329 19105.86 02

0 -716581.89 0 0.00 723746.59 0 14329.40 “jus

0 0 -7164.70 -14329 0 723746.59 -14329 V3

0 0.00 14329.40 19105.86 14329.40 -14329.40 76423.46 03

Solucionando el sistema de seis ecuaciones se obtiene el valor de los desplazamientos

en los nodos 2 y 3 de la estructura. El valor buscado de desplazamiento horizontal es:

U,=U;=301x10"m —

U,=uU;=30lcm —

b. Considerando el efecto cortante.

Para este caso, se utilizara la matriz de rigidez que considera el efecto cortante. Se
mantendra la misma nomenclatura y orientaciéon de los elementos usada en el caso
anterior.

Los coeficientes para la matriz son:

Ff =12
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G=04-E,=7.17x10°kN/m?*

M = 0.03
C,= 0971
C, =0.978
C, = 0.953

En el siguiente cuadro se presenta para facilitar el proceso de calculo de las matrices:

Elemento AE/L El 2EIIL-C; 4ElL-C, 6EIL%:C, 12EI3C,
1-2
2-3 716581.89 38211.73 18265.21 37371.07 13913.85 6956.92
3-4

- (En kilonewtons y metros)

Planteando las ecuaciones individuales para cada uno de los elementos en

coordenadas globales, se tiene:

Elemento 1 (Columna)

Fx 12 6956.92 0 -13913.85 -6956.92 0 -13913.85 Ul
Fy 12 0 716581.89 0 0 -716581.89 0 Vi
Mz 12 _ | -13913.85 0 37371.07 13913.85 0 18265.21 01
Fx21 | | -6956.92 0 13913.85 | 6956.92 0 13913.85 | U2
Fy 21 0 -716581.89 0 0 716581.89 0 V2
Mz 21 -13913.85 0.00 18265.21 13913.85 0.00 37371.07 02

Fx 12 Ul

Fy 12 K11 ]| K21 Vi

Mz12 | 01

Fx21 |~ : U2

Fy 21 K12 | K22 V2

Mz 21 02
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Elemento 2 (Viga)

Fx 23 716581.89 0 0 -716581.89 0 0.00 U2
Fy 23 0 6956.92 13914 0 -6956.92 13914 V2
Mz 23 0 13914 37371.07 0 -13914 18265.21 02
Fx 32 -716581.89 0 0.00 716581.89 0 0.00 U3
Fy 32 0 -6956.92 -13914 0 6956.92 -13914 V3
Mz 32 0.00 13913.85 18265.21 0.00 -13913.85 | 37371.07 03

Fx 23 U2

Fy 23 K22 | K23 V2

Mz23 | _ 02

Fx 32 U3

Fy 32 K32 | K33 V3

Mz 32 03

Elemento 3 (Columna)

Fx 34 716581.89 0 0 -716581.89 0 0.00 U3
Fy 34 0 6956.92 13914 0 -6956.92 13914 V3
Mz 34 0 13914 37371.07 0 -13914 18265.21 03
Fx 43 -716581.89 0 0.00 716581.89 0 0.00 U4
Fy 43 0 -6956.92 -13914 0 6956.92 -13914 V4
Mz 43 0.00 13913.85 | 18265.21 0.00 -13913.85 | 37371.07 04

Fx 34 U3

Fy 34 K33 | K34 V3

Mz34 | _ 03

Fx 43 U4

Fy 43 K43 | K44 V4

Mz 43 04

Ensamblando ahora la parte correspondiente a los nudos libres, se obtiene:

Ks22

Fx 2 U2

Fy 2 Ks22] K23 V2

Mz2 | _ 02

Fx3 | : U3

Fy3 K32 |Ks33 V3
Bl o

300

= Suma de la matriz K 2 del elemento 1 con la matriz K 2 del elemento 2.




Ks,

3 = Suma de la matriz K 33 del elemento 2 con la matriz K 33 del elemento 3.

300 723538.81 0 13913.85 | -716581.89 0 0.00 U2
0 0 723538.81 13914 0 -6956.92 13914 V2
0 13913.85 13914 7474214 0.00 -13914 18265.21 02
0 -716581.89 0 0.00 723746.59 0 14329.40 U3
0 0 -6956.92 -13914 0 723538.81 -13914 V3
0 0.00 13913.85 18265.21 14329.40 | -13913.85 | 75582.80 03

Solucionando el sistema de seis ecuaciones se obtiene el valor del desplazamiento

horizontal buscado:

30610 > m. —

U, = U,

3.06cm. —

U, = U,

Como se puede observar, el valor del desplazamiento horizontal al considerar la
deformacion por cortante aumento solo en 1.63 % con relacién al valor obtenido en el
caso a. (sin deformacion por cortante). Es por esto que en los pérticos y vigas
continuas es perfectamente aceptable el despreciar las deformaciones por efecto

cortante.

Rigidez del pértico al desplazamiento

La rigidez de piso (Ri) se puede definir de forma sencilla como la relaciéon que existe

entre la fuerza cortante en el piso (i) dividida por el desplazamiento relativo A, en el

entrepiso.

La rigidez de piso es igual a:
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Aplicando el anterior concepto al portico analizado, se puede decir que:
e La rigidez por desplazamiento horizontal al no considerar efectos cortantes es:

300

R =99.45 kN /cm.
01

Esto quiere decir, que para producir un desplazamiento unitario, un centimetro en este
caso, es necesario aplicarle al pértico en el nodo 2 o 3, una fuerza horizontal de
99.45 kN

e La rigidez por desplazamiento horizontal considerando los efectos cortantes es:

300

R c =97.69 kKN /cm.

En este caso se uso la fuerza de 300 kN para el calculo de la rigidez, pero al igual se

pudo haber supuesto una fuerza cualquiera y con esta calcular los desplazamientos
haciendo uso de alguno de los métodos elasticos conocidos (Kani, Slope-deflection,

analisis matricial como se hizo en el ejemplo, entre otros).

Asi por ejemplo si se hubiera supuesto una fuerza de 600 kN , el desplazamiento habria
sido de 6.03cm.para el caso a y de 6.14cm.para el caso b, en ambos casos

obteniendo el doble del valor obtenido con la carga de 300 kN, pero la rigidez se

conserva.

Asi:

R:@: 99.45 kN /cm. y R=@= 97.69 kN /cm.
6.03 6.14

El resultado de dividir la fuerza supuesta entre el desplazamiento ocasionado es la

rigidez al desplazamiento del pértico analizado. Este procedimiento sencillo arroja

resultados exactos de rigidez solo en el caso de estructuras de un grado de libertad,

como la que se esta analizando en este ejemplo.
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Para el calculo de las rigideces al desplazamiento de estructuras de varios grados de
libertad se usaran métodos mas avanzados como el del analisis modal, el cual se

tratara en los textos de dinamica estructural.
Ejercicio 2

Para este segundo ejemplo se plantea realizar el analisis de deformacion horizontal
para un muro:
a. Sin tener en cuenta el efecto cortante

b. Considerando el efecto cortante

Para que exista una similitud entre el poértico y el muro, este ultimo tendra la misma

altura y el mismo volumen de concreto que el portico.

Solucion:

e Geometria del muro

Volumen del muro:
Debido a que los 3 elementos del pdrtico tienen la misma seccion y longitud, el volumen

de concreto del pértico es:

Vol =3.(04x0.4)-4=1.92 m’

‘concreto

Seccion transversal del muro:
Como se menciono en el enunciado del ejercicio, el muro tendra la misma altura del

portico (h. = 4m). El espesor tipico usado en los muros estructurales actualmente

‘mu
esta entre los 10 y 12 cm. Para este ejemplo tipo se escogié un espesor para el muro

de 12cm. (e. = 0.12 m). Asi que simplemente queda por conocer la longitud que

mu

tendra el muro.
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1.92 m*®

w0 (4x0.12)m?

A continuacion se presenta el esquema del muro con sus dimensiones:

e Analisis de desplazamiento:

En este caso el muro se considerara como viga ancha en voladizo, el cual esta
empotrado en su base y esta sujeto a la accion de una carga lateral P aplicada en su
extremo superior.

a. Sin considerar el efecto cortante:

El elemento se orienta como se indica a continuacion:

4m

"

En el siguiente cuadro se presenta para facilitar el proceso de calculo de la matriz:

Elemento AE/L El 2 EI/L 4 EI/L 6 EI/L’ 12 El/L°

1-2 2149745.66 11465310.18 5732655.09 11465310.18 42994901.32 2149745.66

- (en kilonewtons y metros)

Planteando las ecuaciones del elemento en coordenadas globales, se tiene:
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Tomando ahora la parte correspondiente al nodo libre, se tiene:

Solucionando el sistema de tres ecuaciones se obtiene el valor del desplazamiento

horizontal:

u,

u,

300 U3
0 =| K33 V3
0 03
300 2149745.66 0 4299491.32 U2
o |= 0 2149745.66 0 V2
0 4299491.32 0 11465310.18 02

558x10 " m. —

0.056 cm. —

b. Considerando el efecto cortante.

Para este caso, se utilizara la matriz de rigidez que considera el efecto cortante. Se

mantendra la misma nomenclatura y orientaciéon de los elementos usada en el caso

anterior.

Los coeficientes del cortante para la matriz son:

Ff =12
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Fx1 2149745.66 0 -4299491.32 | -2149745.66 0 -4299491.32 0
Fyl 0 2149745.66 0 0 -2149745.66 0 0
Fzl -4299491.32 0 11465310.18 | 4299491.32 0 5732655.09 0
300 -2149745.66 0 4299491.32 | 2149745.66 0 4299491.32 U2
0 0 -2149745.66 0 0 2149745.66 0 V2
0 -4299491.32 0.00 5732655.09 | 4299491.32 0.00 11465310.18 02




En el siguiente cuadro se presenta para facilitar el proceso de calculo de las matrices:

=04-E,=717x10°kN/m?

Elemento

AE/L

El

2 EI/L

4 EI/L

6 EI/L?

12 El/L3

1-2

2149745.66

11465310.18 -716581.886 5021805.86

1074872.83 537436.415

- (en kilonewtons y metros)

Planteando las ecuaciones del elemento en coordenadas globales, se tiene:

Fx1 537436.41 0 -1074872.83 | -537436.41 0 -1074872.83 0
Fyl 0 537436.41 0 0 -537436.41 0 0
Fzl _]-1074872.83 0 5021805.86 | 1074872.83 0 -716581.89 0
300 -537436.41 0 1074872.83 | 537436.41 0 1074872.83 U2
0 0 -537436.41 0 0 537436.41 0 A\
0 -1074872.83 0.00 -716581.89 | 1074872.83 0.00 5021805.86 02
Tomando ahora la parte correspondiente al nodo libre, se tiene:
300 U3
0 =| K33 V3
0 03
300 537436.41 0 1074872.83 U2
0 = 0 537436.41 0 V2
0 1074872.83 0 5021805.86 02
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Solucionando el sistema de tres ecuaciones se obtiene el valor del desplazamiento

horizontal:

u,=976x10"*m. —

u,=0.098cm. —

En el caso de los muros, se puede ver que el efecto de deformacioén por cortante es
bastante importante para su analisis. Si se comparan los dos valores de desplazamiento
horizontal obtenidos en el andlisis del muro se obtendra un aumento del 43% al

considerar los efectos de cortante.

Rigidez del muro al desplazamiento

Su calculo se hara de la misma forma como se hizo en el ejemplo del portico.

e La rigidez por desplazamiento horizontal al no considerar efectos cortantes es:

R= 300 = 5357.14 kN /cm.

0.056

e La rigidez por desplazamiento horizontal al no considerar efectos cortantes es:

R= 300 _ 3061.22 kN /cm.
0.098
Ejemplo 3.

Considérese el siguiente sistema:
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Losa Maciza

Portico
/\ Losa Maciza
-
2 _
0>
77777 9
Portico o
Muro /\
Estructural
Y X
2
7S

Dimensiones:

Vigas: 0.5x0.5m
Columnas: 0.5 x 0.5 m

Muro: €=0.10 m. | =4 m.

Altura entrepiso (h) =4 m.

Si se aplica una fuerza de 500 kN en la direccion Z sobre la losa maciza, cual sera el

valor de la fuerza que absorbera cada uno de los elementos de resistencia en esta

direccion (pérticos y muro) ?

Para dar solucion a este ejercicio es necesario conocer la rigidez al desplazamiento
tanto de los porticos como del muro en la direccion Z. El procedimiento a seguir para el
calculo de la rigidez es exactamente el mismo al visto en el ejemplo 1 para porticos y en

el ejemplo 2 para muros (considerando el efecto de cortante).
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Para este caso se supuso una fuerza horizontal de 100 kN para los pérticos y el muro y

se calcularon los desplazamientos mediante el método matricial, obteniendo los

siguientes resultados:

Portico 1 =Portico2=:u, = 3.90x 10" cm. —

Muro= U, = 7.50x 10> cm. —

Y con estos calculando las rigideces de desplazamiento:
Kp, = Kp, =256.41 kN /cm

K o = 1333.33 kN /cm

Recuérdese que este procedimiento solo arroja valores exactos para estructuras de un
grado de libertad.

La fuerza para cada uno de los pérticos y el muro puede ser escrita en de la siguiente

manera.
Foi=Kp,-Up,
Foo=Kp,-Up,

FMURO =K MURO UMURO

El desplazamiento horizontal que sufrira la loza por el efecto de la carga de 500 kN

sera el mismo en todos los puntos de la losa. Bajo esta consideracion se puede decir

que U, =U,,=U;ro = U o4, asi se obtiene que:

FPl = KPl'U LOSA

FPZ = KP2 U LOSA
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FMURO = KMURO U LOSA

Como se sabe, la carga total (Ft) actuante en el sentido Z de 500 kN debe ser igual a la
suma de la fuerza en cada elemento resistente, es decir:

Fr=Fp + Fpy + Funo

FT = KP] U LOSA T KPz'U LosA * KMURO'U LOSA

Factorizando el término U  , y despejando:

U osa= FT/ ( Kpi+ Kpy + KMURO)

Si se reemplaza este termino en la ecuacion de fuerza para el pértico, se tiene:

o= [P (Ko

Que escrita en forma general:

Fo F

Como se puede ver, la fuerza horizontal total de 500 kN se distribuira en cada uno de

los elementos de resistencia en proporcion a la rigidez del portico o del muro dividida

entre la suma de todas las rigideces de los elementos resistentes en esta direccién, asi:

> K =2-(256.41) + 1333.33 = 1846.15

K

F.,=——F, = 25631 560 — 69.42 kN
DK 1846.15

Fo,= 69.42 kN

Fouro = 361.11 kN
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Como se puede observar, cada uno de los pérticos recibié el 14% de la fuerza de 500

kN, mientras el muro recibio el 72% de la fuerza horizontal.
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CONCLUSIONES

o Los métodos de Kani, Cross, Viga conjugada, Slope deflection son métodos
tradicionales para el Analisis de Estructuras de gran importancia para el estudiante de
ingenieria civil ya que le aporta los fundamentos tedricos sobre ellos, y a la vez
desarrolla su capacidad para pensar légica, racional y analiticamente y cultiva su
apreciacion, su sentido y su intuicién, en relacién con el comportamiento de las

estructuras

° El desconocimiento de los métodos de Analisis Estructural podria convertirse en
un peligro para un profesional poco familiarizado que quiera utilizar un procedimiento
de analisis mas sofisticado, ya que podria perder el sentido fisico del problema que esta
resolviendo al no poder determinar de manera adecuada los datos relevantes que
alimentan el modelo y no tener la sensibilidad para juzgar sobre si los resultados que

esta obteniendo son o no realistas

o Los métodos de Andlisis estructural tradicionales constituyen el referente
histérico y tedrico que le permiten valorar al estudiante los acontecimientos cientificos y
sociales que dieron origen al desarrollo de métodos mas precisos de gran uso en la

actualidad.

o No obstante el desarrollo de las calculadoras electrénicas y el perfeccionamiento
de las herramientas Software, se hace necesario tener en cuenta la fundamentacion de
los métodos tradicionales ya que el conocimiento de ellos permite al estudiante de

Ingenieria civil emitir juicios de valor respecto a unos resultados obtenidos.
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o Los ejercicios de aplicacion que se desarrollan en cada capitulo han sido
escogidos de situaciones proximas a la realidad y representados graficamente,
pretendiendo con esto que el estudiante desarrolle la capacidad de asociacion entre la

realidad y el analisis de los elementos que conforman la estructura como un todo.

o El presente escrito promueve el aprendizaje significativo ya que presenta una
secuencia ordenada de los temas, ejemplos aclaratorios desarrollados paso a paso y
en forma sucesiva, queriendo con ello ayudar al estudiante a desarrollar una
comprensién completa de la aplicacidén de las teorias estructurales y a adquirir buenos
habitos para organizar y realizar calculos; cada ejemplo ha sido escogido con el fin de

complementar y ampliar las ideas y conceptos que se presentan en el texto

o La intuicidn y el buen sentido estructural son bases esenciales del analisis de
estructuras, esto complementado con la justificacion tedrica de lo que se ha idealizado

puede dar lugar a una estructura confiable

o Los métodos de Kani, Cross, Viga conjugada y Slope Deflection, entre otros, han
constituido durante afios la columna vertebral del analisis estructural cuya importancia

se ha visto reducida con los avances actuales en computacion

° Antes de aplicar cualquier método de analisis estructural es necesario plantear

una idealizacion de la estructura real para ser analizada y modelada

° Errores conceptuales de criterio o la simple falla de intuicion acerca del
comportamiento estructural puede lograr un sobre disefio costoso o un disefio peligroso
para la seguridad de la estructura y de quienes lo usan. El proceso de idealizacion es

pues la etapa fundamental en el proceso de analisis y disefio estructural
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o El texto estd escrito en un lenguaje sencillo asi mismo contiene numerosos
graficos, tablas y parrafos cortos desarrollados para facilitar al estudiante la

comprensién y apropiacién del conocimiento
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